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Die vorliegende Arbeit enthält die Resultate jener Untersuchungen, welche 
mein hochverehrter Lehrer nud ich während der Jahre 1883 — 1888 gemeinsam an- 
gestellt haben. Diese Untersuchungen lagen Ende 1888 soweit ausgearbeitet und zu 
einem geschlossenen Ganzen vereinigt vor, das« bei weiterer gemeinsamer Thätigkeit 
die Herausgabe derselben im Laufe der nächsten zwei Jahre hätte erfolgen köunen. 
Da wurden wir, die bis dahin täglich zu gemeinsamer Arbeit zusammengekommen 
waren, durch meine Berufung hierher getrennt und erkannten, nunmehr ausschliesslich 
auf schriftlichen Verkehr angewiesen, bald, dass unter so geänderten Verhältnissen bis 
zur Veröffentlichung unserer Untersuchungen in der von uns beabsichtigten ausführ- 
lichen Weise noch eine Reihe von Jahren erforderlich sein würde. Nun schien es 
uns aber aus mehrfachen Gründen wünschenswerth , die Resultate unserer Unter- 
suchungen baldmöglichst in den Häudeu der Mathematiker zu sehen, und wir be- 
schlossen daher, dass ich aus unseren Manuscripten einen Auszug veröffentlichen solle, 
der die von uns gewonnenen Resultate vollständig enthalten, zugleich aber auch einen 
genauen Einblick in die angewendeten Methoden gewähren würde. Indem ich diesen 
Auszug hiermit der Öffentlichkeit übergebe, will ich es nicht unterlassen, zur Orien- 
tirung des Lesers das Folgende hinzuzufügen. 

Als Herr Prym im Jahre 1879 seine Untersuchungen über die allgemeinen 
Thetaninctionen mit p Variablen und rationalen Charakteristiken begann, waren nur 
wenige dahin gehörige Formeln bekannt. Diese Formeln bezogen sich fast aus- 
schliesslich auf Thetafunctionen, deren Charakteristiken aus halben Zahlen gebildet 
sind, und zu ihrer Ableitung wurde ausnahmslos der auf fuuetionentheoretisehen Be- 
trachtungen beruhende Hermite'sche Satz in Verbindung mit der Methode der un- 
bestimmten Coefficienten angewendet, ein Verfahren, das in den welligsten Fällen die 
wahre Natur der mit seiner Hülfe erhaltenen Formeln erkennen lässt. Für seine ersten 
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Arbeiten *), die zu Anfang des Jahres 1882 abgeschlossen wurden, hatte nun Herr 
Prym sich die Aufgabe gestellt, die bis dahin bekannten Relationen zwischen Theta- 
functionen mit denselben Parametern aus einer einzigen Formel, der von ihm mit- 
getheilten und bewiesenen Riemann'schen Thetaformel, auf directem Wege abzuleiten 
und neue Systeme specieller Formeln aufzustellen, zugleich aber auch eine allgemeinere, 
die Riemann'sche als speciellen Fall enthaltende Formel zu finden, die ein Eindringen 
in das Gebiet der Thetafunctioneu, deren Charakteristiken aus beliebigen rationalen Zahlen 
gebildet sind, ermöglichte. Die vorgesteckten Ziele wurden nun zwar erreicht, jedoch 
musste zur Ableitung der Hauptformel immer noch die Methode der unbestimmten 
Coefficienten verwendet werden. 

Der entscheidende Fortschritt in der angegebenen Richtung wurde gemacht, als 
Herr Prym im Juli 1882 fand, dass man Tür die Riemann'sche Thetaformel ausser den 
beiden von ihm schon veröffentlichten Beweisen noch einen dritten von ganz anderen 
Gesichtspunkten ausgehenden Beweis geben könne. **) Das eingeschlagene Verfahren 
bestand darin, dass man in der die linke Seite der Formel bildenden 4/> fach un- 
endlichen Reihe neue Suramationsbuchstaben vermittelst einer linearen, schon von 
Jacobi *••) zu ähnlichem Zwecke angewendeten Substitution einführte und hierauf die 
Summation von der ihr anhaftenden Beschränkung durch Einschiebung eines discon- 
tinuirlichen Factors befreite. Aus der linken Seite der Rio mann 'sehen Thetaformel 
ging alsdann durch directe Umformung die rechte hervor. Damit war ein Princip 
gewonnen, das, in richtiger Weise verallgemeinert, von fundamentaler Bedeutung für 
die Theorie der Thetafunctioneu zu werden versprach. In der That gelang es bald 
darauf Herrn Prym, mit Hülfe dieses Princips eine Thetaformel t) herzustellen, 
welche seine frühere Hauptformel an Allgemeinheit übertraf, und unsere nun beginnen- 
den gemeinsamen Untersuchungen zeigten bald, dass man auf dem betretenen Wege 
noch weiter gelangen könne. 

Der Gedanke, eine mehrfach unendliche Reihe, bei der jeder Summations- 
buchstabe die ganzen Zahlen von — <x> bis + 00 durchläuft, dadurch umzuformen, dass 
man an Stelle der Summationsbuchstaben vermittelst einer linearen Substitution neue ein- 
fuhrt, findet sich schon in Arbeiten von Eisenstein ft); allein dort wird ausdrücklich die 



*) Prym, Unteroucbungen über die ItiemannVhe Thetaformel und die Itiemann'scbe 
Charakterittikt-nthcorie. Leip*ig 18Ä8. Teubner. 

Prym, Kurie Ableitung der Riemann'schen Tbctaformel. (Journal für r. n. a. Mathematik. 
Bd. »3, pag. 1i4; 

**) Prym, Ein neuer Beweis fürdie Kiemann'scheTbetafonnel. (Actamatbematica, Bd. 3, pag 201 ) 
Jacobi, Theorie der elliptischen Functionen, au* den Eigenschaften der Tbetaieihen 
abgeleitet. (Gesammelte Werke, Bd. I, pag. 603) 

f) Prym, Ableitung einer allgemeinen Thetaformel. (Acta mathematica, Bd. 3, pag. 216) 
tt) Eisenstein, Beitrag« *ur Theorie der elliptischen Functionen. VI. Genaue Unter- 
mchung der unendlichen Doppelproducto,. aus welchen die elliptischen Functionen als Quotienten 
rnBammengeseUt sind. (Journal fflr r. u. a. Mathematik, Bd. 35, pag. 173, 190, SSOi 
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Bedingung gesetzt, dass die Coefficienten der Substitution ganze Zahlen seien. Auch 
die von Herrn Schröter iu seinen auf die Theorie der Modulargleichungen sich 
beziehenden Arbeiten *)• angewendete Methode zur Ableitung von Thetaformeln beruht 
auf der Anwendung von linearen Substitutionen mit ganzen Zahlen als Coefficienten und 
ist wohl aus dem Grande nicht weiter verfolgt worden, weil schon in einfachen Fällen 
die Bestimmung der Sunimation für die neu eingeführten Summationsbuchstaben be- 
deutende Schwierigkeiten verursacht. Der Gedanke dagegen, unendliche Reihen der 
angegebeneu Art durch eine lineare Substitution, deren Coefficienten beliebige rationale 
Zahlen sind, umzuformen, ist zuerst von Herrn Prym ausgesprochen und durch Ver- 
bindung mit dem Gedanken der Einschiebung eines discontinuirlichen Factors fruchtbar 
gemacht worden. 

In weiterer Verfolgung dieser Gedanken stellten wir uns beim Beginne unserer 
gemeinsamen Untersuchungen im Jahre 1883 zunächst die Aufgabe, ein Product von 
n Thetafunctionen mit verschiedenen Parametern iu ähnlicher Weise umzuformen, wie 
es kurz zuvor für ein Product von n Thetafunctionen mit gleichen Parametern ge- 
schehen war. Zu dem Ende führten wir in die dem Producte der n Thetafunctionen 
entsprechende «p-fach unendliche Reihe an Stelle der np Summationsbuchstaben 
m L°'i~i.' «;:::: «pneu e Summationsbuchstaben * = J'J durch eine lineare Sub- 
stitution, die in jeder ihrer Gleichungen nur Grössen m und « mit demselben unteren 
Index enthielt, ein und suchten alsdann die Coefficienten der Substitution als rationale 
Zahlen so zu bestimmen, dass nach Einschiebung eines passend gewählten discoutinuir- 
lichen Factors das vorgelegte Thetaproduct in eine Summe von Thetaproducten über- 
ging. Es zeigte sich, dass die gestellte Aufgabe identisch ist mit der Aufgabe, eine 
Summe von n quadratischen Formen mit je p Veränderlichen durch eine lineare Sub- 
stitution der eben angegebenen Art mit rationalen Zahlen als Coefficienten in eine 
ebensolche Summe zu transformiron, und es wurde dadurch die Theorie der hierher 
gehörigen Thetaformeln auf eine rein arithmetische, im 2. Abschnitte des ersten Theiles 
entwickelte Grundlage gestellt. Alle diese Formeln siud in der im 3. Abschnitte auf- 
gestellten Formel (&), die wir als die Fundamentalformel für die Theorie der Theta- 
functionen mit rationalen Charakteristiken bezeichnen, als specielle Fälle enthalten. 
Die Gewinnung dieser Fundamentalformel gelang uns im Jahre 1884, und aus ihr 
leiteten wir dann zunächst die beiden im 4. und 5. Abschnitte mitgetheilten für die 
allgemeine Theorie der Thetafunctionen wichtigen speciellen Formeln ab. 

Unsere nun beginnenden weiteren Untersuchungen bezweckten die Gewinnung 
charakteristischer Formeln für Thetafunctionen mit denselben Parametern, oder, da 



*) Schröter, De aetjuationibus tnodaloribus. Inaugural- Dissertation, Königsberg 1864. 
Schröter, Über die Entwickelung der Potenzen der elliptischen Tnnacendenten 9 und 
die Theilnng dieaer Functionen. Habilitationaacbrift, Breslau 1856. 
■ 
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ciuo jede solche Formel zur Grundlage eine orthogonale Substitution mit rationalen 
Zahlen als Coefficienten hat, die Gewinnung charakteristischer orthogonaler Substitu- 
tionen der angegebenen Art. Ein wesentlicher Schritt in dieser Richtung war von 
mir schon im Jahre 1882 gemacht worden, als ich mich mit der Aufgabe beschäftigte, 
aus der von Herrn Prym kurz zuvor gewonnenen, schon oben erwähnten allgemeinen 
Formel eine specielle Formel abzuleiten, die für die Thetafunctionen, deren Charakte- 
ristiken aus Dritteln ganzer Zahleu gebildet sind, dasselbe leistet, wie die Riemann'sche 
Formel für die Thetafunctionen, deren Charakteristiken aus halben Zahlen gebildet 
sind. Die zu diesem Zwecke damals von mir construirte, mit Dritteln ganzer Zahlen 
als Coefficienten gebildete und der in meiner Habilitationsschrift*) aufgestellten Theta- 
formel zu Grunde gelegte orthogonale Substitution Hess sich nämlich infolge ihrer 
charakteristischen Bauart ohne Mühe verallgemeinern und führte so zu jener merk- 
würdigen mit r' tn ganzer Zahlen als Coefficienten gebildeten orthogonalen Substitution, 
welche der am Ende des 5. Abschnittes aufgestellten, schon früher von uns veröffent- 
lichten Formel zu Grunde liegt. In Verfolgung des angegebenen Zieles stellten wir 
uns nun die Aufgabe, alle orthogonalen Substitutionen zu finden, deren Coefficienten 
halbe Zahlen sind, und gelangten bald auch zur vollständigen Lösung derselben. Unter 
den so erhaltenen Substitutionen zeichneten sich gewisse durch ihre reguläre Bauart 
aus, und von ihnen ausgehend erhielten wir daun, nachdem wir ihre wahre Natur 
erkannt hatten, durch Verallgemeinerung ähnlich gebaute orthogonale Substitutionen 
mit r" u ganzer Zahlen als Coefficienten. Die so gewonnenen charakteristischen ortho- 
gonalen Substitutionen finden sich im C. Abschnitte; die ihnen entsprechenden Theta- 
formeln dagegen werden im 7. Abschnitte aufgestellt und in Bezug auf ihren inneren 
Zusammenhang untersucht. Der 8. Abschnitt endlich enthält einige für die Anwen- 
dungen wichtige specielle Formeln. 

Schon vor dem Abschlüsse unserer auf die Theorie der Thetafunctionen mit ratio- 
nalen Charakteristiken sich beziehenden Untersuchungen hatten wir uns, angeregt durch die 
Arbeiten der Herren Hermite**), Thomae***) und Weberf), im Laufe des Jahres 1883 
wiederholt mit dem Probleme der Transformation der TheUfunctionen beschäftigt, jedoch 



•) Kraxer, Cber TheUfunctionen, deren Charakteristiken au« Dritteln ganzer Zahlen 
gebildet «ind. (Mathern. Annalen, Bd. 22, pag. 4 lß) 

**) Hermite, Sur quelques forrnules relative» ä In traniformation de« fonetioo» elliptiques. 
(Journal da Matbematique» purot et appüquee«, St!r. II, t. III, pag. 2C) 

Hermite, Sur la thtarie de la traniformation de» fonctionn abcJlienne*. (Comptea 
rendu», t. XL, pag. 249 u. flg.) 

***) Thomae, Die allgemeine Transformation der ^-Functionen mit beliebig vielen Variabein, 
lnaagurol- Dissertation, Göltingen 1864. 

t) Weber, Cber die unendlich vielen Formen der fr-Function. (Journal für r. u. a. Mathe- 
matik, Bd. 74. pag. 57) 

Weber, Ober die Tranaformationstbeorie der Tbeta- Functionen, in» Besondere derer 
von drei Veränderlichen. (AnnBÜ di Matematica, 8er. II. t. IX. pag. 126) 
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dabei, der herrschenden Anschauung folgend, nur solche Transformationen in den Kreis 
unserer Betrachtungen gezogen, denen ganze Zahlen 0, b, C, b als Transforniations- 
zahlen entsprochen. Es war uns aber damals nicht gelungen, unsere Untersuchungen 
in dieser Richtung zu dem gewünschten Abschlüsse zu bringen. Wir hatten uns 
nämlich die Aufgabe gestellt, die Transformation der Thetafunctionen auf demselben 
Wege, den wir für die Ableitung der auf Thetafunctionen mit rationalen Charakte- 
ristiken sich beziehenden Formeln mit Erfolg betreten hatten, also durch directe Um- 
formung der Thetareihen durchzuführen und auf diese Weise auch die gesammte Trans- 
form ationstheoric auf eine von der Methode der unbestimmten Coefficienten unabhängige 
Grundlage zu stellen; bei diesen Untersuchungen waren wir auf Schwierigkeiten ge- 
stossen, die uns zunächst unüberwindlich schienen. Da erkannte Herr Pryiu im Früh- 
jahre 188.% dass man gewisse Thetafonneln als Transformationsformeln, denen ge- 
brochene Zahlen fl, b, C, b als Tranafonnationszahlen entsprechen, auffassen könne, 
und formulirte daraufhin das Problem der Transformation der Thetafunctionen iu der 
im 1. Abschnitte des zweiten Theiles mitgetheiltcn allgemeinen Weise. Damit war der 
Hann gebrochen, der bis dahin auf der Transformationstheorie gelastet hatte, und nun 
konnten wir das Problem der Transformation in dem oben ausgesprochenen Sinne mit 
Erfolg in Angriff nehmen. 

Zu jeder Transformation gehört eine bestimmte positive Zahl /, die eine ganze 
rationale Function der Trausforraatioiiszahlen et, b, c, b ist und welche die Ordnungs- 
zahl der Transformation genannt wird. In der älteren Theorie, die nur ganze Zahlen 
als Transforniationszahleu kennt, treten Tür t nur ganze positive Zahlen auf; in der 
vorliegenden Theorie dagegen kann t mit jeder rationalen positiven Zahl zusammenfallen. 
Eine Transformation, für die / 1 ist, wird eine lineare Transformation genannt, da in 
diesem Falle die ursprüngliche Thetafunclion mit den Argumenten ti und den Para- 
metern a, von einer einfachen Exponentialfunction abgesehen, sich stets linear durch 
Thetafunctionen mit den Argumenten v und den Parametern b ausdrückt. Der Schwer- 
punkt der neuen Theorie liegt in der linearen Transformation; mit den dahin gehörigen 
Problemen beschäftigten wir uns während der Jahre 1885—1887. 

Zunächst leiteten wir durch directe Umformung der Thetareiho die drei im 
2., 3. und 4. Abschnitte mitgetheilten Transformationsformeln I, II, III"", 0<q<p, ab. 
Die erste dieser Formeln wird dadurch erhalten, dass man in der Thetareihe an Stelle 
der p Summationsbuchstabeu m durch eine lineare Substitution mit irgend welchen 
rationalen Zahlen als Coefficienten p neue Summationsbuchstaben n unter gleichzeitiger 
Einschiebung eines passend gewählten discoutinuirlichen Factors einführt. Die zweite 
Formel, die wohl jedem, der sich mit der Transformationstheorie beschäftigt hat, 
bekannt ist, entsteht dadurch, dass man in der Thetareihe an Stelle der Parameter « 
neue Parameter b einführt, die sich von den ursprünglichen um ganze Vielfache von 
jti unterscheiden. Die dritte Forme! endlich, die als die Verallgemeinerung einer zu- 
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erat von Jacobi *) fllr Thetafunctionen einer Variable aufgestellten fundamentalen 
Formel anzusehen ist, wird dadurch erhalten, dass man die p-fach unendliche Theta- 
reihe durch Einschiebung eines gewissen den Werth 1 besitzenden Factors in eine 
(p + g)-fach unendliche Reihe verwandelt, bei dieser die Summationsordnung ändert 
und alsdann q der p -f- q Summationen ausführt. Die directe Ableitung dieser dritten 
Formel gelang uns erst, nachdem Herr Prym die dem Falle p = 1 entsprechende 
specielle Formel auf directem Wege gewonnen und einen strengen Beweis für die 
Zulässigkeit der erwähnten Änderung der Summationsordnung gefunden hatte. Die 
drei durch die Formeln I, II, III'' dargestellten linearen Transformationen bezeich- 
neten wir mit T n T n , T /l[{1 ) und nannten sie elementare lineare Transformationen. 

Die weitere Aufgabe bestand nun vor allem darin, nachzuweisen, dass man 
jede lineare Transformation T aus Transformationen vom Typus T,, T„, T w zu- 
sammensetzen könne, dann aber auch darin, für jede solche Transformation T die ein- 
fachste Art der Zusammensetzung zu finden. Zu dem Ende betrachteten wir zunächst 
diejenigen, von uns „singulare" genannten, linearen Transformationen, bei denen die 
Transformationszahlen b sämmtlich der Null gleich sind, und fanden, dass jede solche 
singulare Transformation S sich aus drei, oder in speciellen Fällcu aus weniger als 
drei Transformationen vom Typus T t , T n zusammensetzen lässt. Nachdem dieser 
einfachste Fall erledigt war, beschäftigten wir uns mit der Zusammensetzung der all- 
gemeinen linearen Transformation aus elementaren, und es gelang uns, auch in diesem 
Falle die gestellte Aufgabe vollständig zu lösen. Es ergab Bich nämlich, dass man 
jede nicht singulare lineare Transformation T auf mannigfache Weise aus zwei singu- 
lären linearen Transformationen S', S" und einer für die Transformation T charakte- 
ristischen Transformation T Jll(tl , der Gleichung T «— S'l' jn w S" entsprechend, zusammen- 
setzen kann, und es zeigte sich zugleich, dass die sämmtlichen linearen Transforma- 
tionen in /> + l streng geschiedene, den Typen S, S'T lll(l) S", S'T n/it) S", . . ., 
S' T /n [ f )S" entsprechende Classen zerfallen, in dem Sinne, dass eine lineare Trans- 
formation nur einer dieser p -f- 1 Classen angehören kann. Die Lösung der gestellten 
Aufgabe erforderte langwierige, mit zahlreichen Schwierigkeiten verknüpfte Unter- 
suchungen. Die erhaltenen Resultate sind im 5. Abschnitte uiitgetheilt 

Eine lineare Transformation kann man, wie schon vorher bemerkt wurde, auf 
mannigfache Weise aus elementaren Transformationen vom Typus T n T u , T m zu- 
sammensetzen, und es entspricht zugleich einer jeden solchen Zusammensetzung eine 
bestimmte Art der Zusammensetzung der zur Transformation T gehörigen Formel aus 
Formeln vom Typus I, II, III. Je einfacher aber die Zusammensetzung der Trans- 
formation T sich vollzieht, um so einfacher gestaltet sich auch die Zusammensetzung 

*) Jacobi, Fandametita nova theoriae functiooum ellipticaram. Königsberg 1829, pag. 165. 
Formel 9. (Gesammelte Werke, Bd. 1, pag. 817, Formel 9) Man vergleiche aoeh die im Folgenden 
citirto Arbeit von Rotenhain, pag. 396 — 397. 



der ihr entsprechenden Formel. Dieser Umstand war bei unseren soeben besprochenen 
Untersuchungen Uber die Zusammensetzung linearer Transformationen aus elementaren 
massgebend. Wir haben die verschiedensten Zusammensetzungen studirt und uns 
schliesslich für die im Texte mitgetheilten als die einfachsten entschieden. Die darauf- 
hin erhaltenen allgemeinen Transformationsformeln erschienen aber zunächst nicht in 
conciser Form; dieselben enthielten vielmehr in den auf ihren rechten Seiten stehenden 
Sumineu Gruppen von Summanden, die zusammen die Summe Null hatten und die 
daher aus den Formeln ausgeschieden werden mussten, wenn diese in der ein- 
fachsten Gestalt erscheinen sollten. Erst nach mehrfachen Versuchen und nachdem 
ich insbesondere die bei der Zusammensetzung auftretenden Summen G[a], H[t], die 
von ähnlicher Bauart sind, wie die sogenannten Gauss'schen Summen, einer ein- 
gehenden Untersuchung unterzogen hatte, gelang es mir, die Formeln von allen über- 
flüssigen Summanden zu befreieu und in die jetzt vorliegende endgültige Gestalt zu 
bringeD. Der 6. Abschnitt enthält die so reducirten Formeln, vier an der Zahl; 
dieselben entsprechen den vier bei der linearen Transformation zum Zwecke der Formel- 
bildung unterschiedenen Füllen. Die Zusammenfassung dieser vier Formeln in eine 
einzige Hauptfortnel uud die Special isirung dieser letzteren für den Fall ganzzahliger 
Transformationszahlen bilden den Abschluss der auf die linearen Transformationen sich 
beziehenden Untersuchungen. 

Nachdem so das Problem der allgemeinen lineareu Transformation der Theta- 
functionen seine vollständige Erledigung gefunden hatte, konnte nun schliesslich auch 
das Problem der nicht linearen Transformation mit Erfolg behandelt und zu einem 
befriedigenden Abschlüsse gebracht werden. Die allgemeine nicht lineare Trans- 
formation kann nämlich unmittelbar aus einer linearen Transformation von allgemeinem 
Charakter und zwei ganz spcciellen nicht linearen Transformationen zusammengesetzt 
werden. Die der ersten dieser drei Transformationen entsprechende Formel ergiebt 
sich ohne Mühe aus der im 6. Abschnitte gewonnenen Uauptformel; die den beiden 
nicht linearen Transformationen entsprechenden speciellen Formeln dagegen sind schon 
im 4. Abschnitte des ersten Theiles abgeleitet worden, können aber auch, ohne Rück- 
sicht auf die dort angestellten Untersuchungen, durch ein directes, wohl zuerst von 
llosenhain *) angewendetes Verfahren erhalten werden. Diese drei Formeln, in 
passender Weise zusammengesetzt, lieferten die im 7. Abschnitte mitgetheilte Haupt- 
formel für die nicht lineare Transformation und damit den Schlussstein für die ganze 
im zweiten Theile dieser Arbeit entwickelte Transformationstheorie. 

Die vorstehenden Ausführungen werden den Leser über den Inhalt der vor- 
liegenden Arbeit genügend orientirt haben. Es erübrigt nur noch, mit einigen Worten 

*} Koienbain, Memoire tur )es fonetioo» de dem variables et a qaatre p<5riodes, qoi 
«ont les iuvenea de* fonetion» ultra -elliptiqae« de la premier« olasse. (Memoire» presenW« par 
divers savants i l'academic des »ciences de Piostitut national de France. Science» math, et pby». 
t. XI, pag. 361} 

Khazru and Pin, Tb«1«functIon«ii. b 



auf die Bedeutung der entwickelten Theorie hinzuweisen. Da iat denn vor allem der 
einheitliche Charakter der angewendeten Methoden zu betonen; es liegt ihnen aus- 
schliesslich das Princip der directen Umformung der Thetarcihe zu Grunde. Nur 
durch consequentes Festhalten an diesem Principe konnte das vorgesteckte Ziel, die 
Theorie der Thetafunctionen auf naturgemässc Weise zu entwickeln, erreicht werden. 
Auf Grund der Untersuchungen des ersten Theiles stehen jetzt die Thetafunctionen, 
deren Charakteristiken aus r w " ganzer Zahlen gebildet sind, gleichberechtigt neben den 
bis jetzt fast ausschliesslich betrachteten Thetafunctionen, deren Charakteristiken aus 
halben Zahlen gebildet sind. Die Untersuchungen des zweiten Theiles dagegen haben 
die Transformationstheorie von den bisher bestandenen Beschränkungen befreit und 
die endgültige Lösung der dahin gehörigen Grundprobleme gebracht Im Übrigen 
glauben wir weniger auf die gewonnenen Resultate als auf den Umstand Gewicht 
legen zu sollen, das« unsere Untersuchungen der mathematischen Forschung ein neues, 
weites Arbeitsfeld eröffnen. 

Von der Aufnahme, die dieser Auszug findet, wird es abhängen, ob wir später 
einmal unsere gesammten auf die Thetafunctionen sich beziehenden Arbeiten ver- 
öffentlichen. 

Strassburg i. E., im Oktober 1891. 



A. Krazer. 
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Erster Abschnitt. 

Über die Convergeni der Thetareihe. — Einige Definitionen, Formeln und 

Sätze über Thetnfnndtonen. 



1. 

Unter einer />-fach unendlichen Thetareihe versteht man eine p-t'ach unendliche 
Keihe, bei welcher der Logarithmus des allgemeinen Gliedes eine ganze rationale Function 
zweiten Grades der p Summationsbuchataben ist. Eiue solche Reihe kann, wenn man 
die Summatiousbuchstaben mit »»,, m it m p bezeichnet, immer in dio Form: 

K—l> " =l> P=>> 
,..,r_,+ « „ «-)-«: E E "WW-r* E »„">,. + - 

2 • • • 2' r 

ill, — * *J 

gebracht werden, bei der die V i> (i-> — K 1) Grössen a u>1 = <V>> die p Grössen i» u und 

die Grösse c Ton w ä , . . . , m p unabhängig sind. 

Die erste Frage ist die, welche Bedingungen die Grössen a, b, c erfüllen müssen, 

damit die aufgestellte Keihe absolut convergire. Bezeichnet man aber den reellen Theil 

von du M mit r ht .-, so ergibt sich sofort als nothwendige Bedingung für die absolute 

Convergenz der Thetareihe die, dass der Werth des Ausdruckes: 

•=•» »'—p 
Ii ■=• E E r uu m„m„- 

stets gegen — oo gehe, wenn irgend welche der p ganzen Zahlen m ihren absoluten 
Wert hen nach über alle Grenzen wachsen, und es lässt sich weiter an der Hand der 
dann immer bestehenden Darstellung von Ii: 




zeigen, dass diese als nothwendig erkannte Bedingung für die absolute Convergenz der 

i* 
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Thetareihe auch hinreichend ist: in dieser Gleichung bezeichnet allgemein r,Jl die De- 
terminante: 

r n r. ä • - • r„_, r,, 

i 



'> — ll'i — Ii ' ' - '•— 1 >— l >'• — I n 

>:.■■ • • #•„,_, r v „ 

wobei v, q, tf Zahlen aus der Reihe 1,2,...,/) bezeichnen, die auch theilweise oder 
sämmtlich einauder gleich sein können, und der Fall v = 1 in der Weise aufzufassen 
ist, das« die Determinante r$ sich alsdann auf das einzige Element r fU reducirt. 

Die angeschriebene Darstellung von R zeigt aber weiter, dass die für die Form 
E gefundene, zur absoluten Convergcnz der />-fach unendlichen Thetareihe nothwendige 
und hinreichende Bedingung durch da« System der p Bedingungen: 

/*< r &, r (>) 

r »< 0 ' > <"> <°. /.A <0 > 
'ii ' « >-j f - 1 

und dieses endlich durch die Bedingung, dass die quadratische Form Ii eine negative Form 
sei, ersetzt werden kann. 



Unter der Voraussetzung, dass für reelle x der reelle Theil der Form: 
A — Z £ «„,. x„x„ 

14 - - I </— I 

eine negative quadratische Form ist, kann die Form A, unter Anwendung einer der 
früheren analogen Bezeichnung, gemäss der Gleichung: 

/ a' l: n' 1 ' «"' Y 

■£? / 4? 4? Y 



als Summe von j> Quadraten linearer Functionen der # dargestellt werden, und man 
erkennt zugleich, dass die reellen Theile der p Grössen: 



«Ii ' i > ' ■ ■ ' ' „ — 1> 



sämmtlich negative Werthe haben. Die Determinante a'-^ ist mit der Determinante 
a u a ti ■ • • (*pp <ler quadratischen Form A identisch, und es folgt daher auch, dass 
diese Determinante stets einen von Null verschiedenen Werth besitzt. 
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3. 

Man gehe jetzt anf die in Art. 1 aufgestellte allgemeine Thetareihe zurück, 
nehme an, dasa die reellen Theile der in ihr vorkommenden Grossen « die angegebenen 
für die absolute Convergenz der Reihe nothwendigen und hinreichenden Bedingungen 
erfüllen, und betrachte die Grössen b als unabhängige complexe VerPuiderliche. Der 
Werth der Reihe soll als Function dieser Veränderlichen aufgefasst und, nachdem man 
noch statt des Buchstabens b den Buchstaben w gewählt, die Grösse c aber gleich Null 
gesetzt hat, mit &(w, \ ir t | . . . | «v) bezeichnet werden, sodass also: 

Ii»,— -i-t <n ; — i ■» i" —•'„„••»„ "<„'+* — - '"„"•,, 



m . — — x 



ist. Die Function | w t | . . . te,) ist dann eine einworihige und für alle endlicheu 

w auch stetige Function der complexen Veränderlichen tc u w t , w,,, welche den 

Gleichungen: 

(1„) *(«•, ... MV -f .T<" . . . «(>) = »f(r, . . . MV . «v") . (>i _, s 

(2 0 ) 9(u\ -f au . . . ' ic p -f- «= »(w, 1 . . . : «>;'•- 
genügt 

In die in Art. 1 aufgestellte »-fach unendliche Thetareihe führe man weiter an 
Stelle der Grössen b lt b lt . . ., b r die Grössen tc t -J- c lt m\, -j- t^, . . . , ie r -\- c,, ein, indem 
man unter ti\, w i . . . . , w r wieder unabhängige complexe Veründerlicbe, unter c, , c t , . . ., c p 
willkürliche complexe Constanten versteht. Bringt man dann, was immer und uur auf 
eine Weise möglich ist, dieses Oonstantensystem mit nulfe reeller Grössen y, h in die 
Gestalt: 

p-^P P—P P — P 

/»!*<+ Z tj u U\ u \ h t xi + 2.' &,<»,.,, ... /<,,*«' -f- L Hf.a,,,, 

/•=! ..- = 1 

und setzt gleichzeitig: 

p—p "=-p >< —i 

c ™ Z E a )dli (j „//„■ + 2 Z //,,('«•„ -f /<,,*.')> 

u — I .«'-- 1 V • I 

so entsteht die allgemeinere Function: 

»•;:::!;>•. ••• *>> 

I« =- V P"'P 

welche ihrer Entstehung gemäss mit der vorher gewonnenen einfacheren Function 
I . . . | kv,) durch die Gleichung: 

fr| r ?.;''.?]t' r i ! • • • ' "'/) = 4- + £'.'/,«.... I • • • 4- «„*«' + V*.«,,) 

" - ■ f — /' " =/' 

L ±' •,,,.s l ,-J„- + 1 — »„<«■«+*■,*■'> 



Digitized by Google 



— H — 

verknüpft ist und in dieselbe übergeht, wenn die Grössen y, h sämmtlich den Werth 

Null annehmen. Jede Function von der Form ..l P p ] («"i | • ••! «>) 8 °H eine Theta- 
function genannt werden. Entsprechend den Gleichungen (1 0 ), (2 0 ) bestehen für sie 
die Gleichungen: 

CD ^]^j... |1 r, + Ä y|...;«g = &p:;;;y( Wl |...|«v|...|« > )e , ''''\ 

(2) 9 p: : : : ?] k + «..)... . + «,o - » p: :::?] (», I • • • i *,) - . 

Das Symbol [*...**] möge die Charakteristik der Thetafunction heisson und, 
wenn kein MissverstSndniss zu befurchten ist, kürzer mit f*j] bezeichnet werden. Die 

Charakteristik + ""[*!+*!•'•? I'j] m7 '& die Sumuje - (,ie Charakteristik 

\lZ[] - ,,io I)iffercnz der Charakteristiken [ , [[] genannt 

werden. Eine Charakteristik, deren Elemente für v = 1, 2, . . ., p < en Bedingungen 
0<//,<l, 0 < /<, < 1 genügen, möge eine Noruialcharakteriatik genannt werden. 
Zwei Charakteristiken sollen congruent genannt werden, wenn ihre ent- 

sprechenden Elemente sich nur um ganze Zahlen unterscheiden; im anderen Falle 
mögen sie incougruent heisseu. Eine Function ö [*](«', |...]m>), deren Charakteristik 
eiue Normalcharakteristik ist, möge eine Normalf unetion genannt werden. Zwei 
Functionen j («•, | . . . | w p ) und ,] (u\ j .. . J «>) sollen nicht wesentlich verschieden 
genannt werden, wenn ihre Charakteristiken einander congruent sind; im anderen Falle 
mögeu sie wesentlich verschieden heissen. 

Die p Grössen «,, »t s , . .., uy sollen die Argumente, die \p(j> + 1) Grössen 
««../ «= die Parameter der Thetafunction genannt werden. In den Fällen, wo die 
Ausdrücke für die Argumente einer Thetafunction sich nur durch untere Indices unter- 
scheiden, möge es erlaubt sein, hinter dem Functionszeichcn nur den allgemeinen 
Ausdruck für die Argumente mit Weglassung des Index in doppelte Klammern ein- 
geschlossen zu schreiben, also d statt ("j | • • • | w*); im Anschlüsse daran 
möge dann das Grössensystem w t | . . . | w p einfacher mit (V), ein Systom u\ + fc, ' . . . | w p -f- k f 
mit («» + jt), und endlich noch ein System von der Form: 

w t + /»,«»• + £'g^ | • • • | tc, + Kni + 2.'';,,^, 

wenn es das Argumentensystem einer Thetafunction mit den Parametern a bildet, 
symbolisch mit {tc bezeichnet werden. Das Vorhandensein der Parameter a 

soll nur dann bei der Bezeichnung der Function und zwar in der Form 
zum Ausdruck gebracht werden, wenn gleichzeitig Functionen mit verschiedenen Para- 
metersystemen betrachtet werden. 
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Es sollen noch einige Formeln aufgestellt werden, die im weiteren Verlaufe 
der Arbeit als Hülfstbrmeln wiederholt zur Anwendung kommen. Zu dem Ende mögen 
unter g\, . . . , g' f , h\, ... , h' f irgend welche reelle Constanten, unter <p lt fp P) 1> lt ...,4> F 
dagegen irgend welche ganze Zahlen verstanden werden; es bestehen dann die Formeln: 



(0) 



•C::::;]c-«'i-*[:r.::::a«^ 



) i 



Die früher aufgestellten Gleichungen (1), (2) sind als specielle Fälle in der Formel (Z)) 
enthalten. 



Es sollen jetzt speciell Thetafuuctioncn mit rationalen Charakteristiken, d. h. 
solche, deren Charakteristiken nur rationale Zahlen als Elemente enthalten, betrachtet 
werden. Eine Thetafonction mit rationaler Charakteristik kann stets in die Form: 



_ r 



'JL 

r 



(»1 \ ■ • • I U 'p) 



gebracht werden, wobei r eine positive ganze Zahl, die e, t' irgend welche 
Zahlen bezeichnen. Diese Function soll eine zur Zahl r gehörige Thetafunction ge- 
nannt, und von allen diesen Thetafunctionen soll gesagt werden, dasa sie die zur Zahl r 
gehörige Grnppe von Thetafunctionen bilden; in dieser Gruppe kommen r*p Normal- 
funetionen vor, und jede andere Function der Gruppe ist von einer dieser t*f Normal- 



fnnetionen nicht wesentlich verschieden. Die Charakteristik 



— — 
r 




' ... 


r 

r 




r r 

''...''>■ 

r r 



soll, 



dadurch kein Missverständniss zu befürchten ist, zur Abkürzung mit und 
entsprechend die zugehörige Thetafunction mit ♦ [7]^) bezeichnet werden. 

Die r*f zur Zahl r gehörigen Normalfunctionen sind stets linear unabhängig, 
d. h. es kann zwischen ihnen, so lange die w den Charakter unabhängiger Veränder- 
lichen haben, niemals eine Relation von der Form : 



,,, l. ^r—\ 

' i 

»Ii . »,. 
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bestehen, bei der die r 2 ' Buchstaben C'. ^ von «/,, w, unabhängige Grössen 

bezeichnen, die nicht alle den Werth Null besitzen. 

Der Quotient irgend zweier zur Zahl r gehörigen Thetafunctiouen soll ein 
zur Zahl r gehöriger Thetaquotient genannt, und von allen diesen Quotienten soll 
gesagt werden, dass sie die zur Zahl r gehörige Gruppe von Thetaquotienten bilden. 
Ein jeder solcher zur Zahl r gehöriger Thetaquotient: 

Vr („-, .... !«•„) = •■ J- -' 
•» 1 ; ](«•■ ••• %) 

genügt den Gleichungen: 

Q.dCi] ■ • • , ic, + rxi ••• w,) = <? r (if, • • • | ic, ••• «',,), 

('• = 1,*. ••-./.) 

^ r (tc, -f- r «,, ■•• | + rn ; .,,l -- «V-Oi . • • 4 ! "» 

und ist also eine 2jj-lach periodische Function der coiuplexen Veränderlichen 
«•, ; « s ! . . . 1 tv p , welche die 2;; Grössensystenie: 

rui U j ... | 0 , »ff n | m,, . . . i ra,,, , 

0 iJT» . ..: 0 , roj/ra,,....;«^,, 

0 ' 0 j... r«i, rai e ra ly !... j ra rt , 

als Periodensystem«.- besitzt. Ist umgekehrt der aus irgend zwei Thetafunctionen ge- 
bildete Quotient Q(u t . . . ic y ) eine 2p- fach periodische Function der complexen Ver- 
änderlichen ir,, . . ., ic,,, welche die soeben angeschriebenen 2p Grössensystenie als 
Periodensysteme besitzt, so kann man die Function Q (ic, ... j u f ) von einem con- 
stanten Factor abgesehen immer durch Einführung passend gewählter neueu Ver- 
änderlichen ti\,...,w p in eine Function Q r (ic, | . . . | w F ) der vorher betrachteten Art 
verwandeln. Man erkennt daraus, dass die Bedingung der Periodicität, sobald man 
sie für den Quotienten irgend zweier Thetafunctionen stellt, mit Nothweudigkeit auf 
Thetafunctionen mit rationalen Charakteristiken führt, und weiter auch, dass die Ein- 
theilung dieser letzteren Functionen in Gruppen, wie sie oben gemacht wurde, eine 
wohlberechtigle ist, da allen aus je zwei Thetafunctionen einer Gruppe gebildeten 
Quotienten die nämlichen, der. betreffenden Gruppe eigenthiimlicheu 2p Periodensysteme 
zukommen. Die r** — 1 speciellen zur Zahl r gehörigen Thetaquotienten, welche ent- 
stehen, wenn man die von 0|<»||«c]| verschiedenen r*"— 1 zur Zahl r gehörigen 
Normulfunctioncn durch *[0]|«:} theilt, sollen die zur Zahl r gehörigen Normal- 
quotienten genannt werden. Bei der Untersuchung der zur Zahl r gehörigen Theta- 
functionen und Thetaquotienten wird man sich auf die Betrachtung der > !p Normal- 
funetionen und r*'' — 1 Normalquotienten als Grundfunctionen beschranken. 

Die in den weiteren Abschnitten dieses ersten Theiles durchzufahrenden 
Untersuchungen beziehen sich ausschliesslich auf Thetafunctionen mit rationalen 
Charakteristiken. Der Zweck dieser Untersuchungen ist die Aufdeckung der zwischeu 
den genannten Functionen bestehenden Beziehungen. 
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Zweiter Abschnitt, 
Algebraische Untersuchungen. 



1. 



Die am Ende des vorigen Artikels erwähnten Beziehungen zwischen Theta- 
funetionen mit rationalen Charakteristiken gelangen durch Formeln zum Ausdrucke, 
die sümintlich aus einer einzigen Fundanientalformel abgeleitet werden können. Um 
eiue Grundlage für die Herstellung dieser Fundamentalformel zu gewinnen, empfiehlt es 
sich, zuvor die nachstehende algebraische Untersuchung anzustellen. 

Gegeben seien die beiden quadratischen Formen: 



'.») >i) Ii) 



u X„- -f- Of.^-Xfj x fl 



i.-i f,-—i 

dabei seien die np Veränderlichen x ebenso wie die np Veränderlichen y von einander 
unabhängig, es seien ferner die Grössen a%- = aj?^ sämnitlich von Null verschieden 
und ausserdem so beschaffen, dass für reelle x der reelle Theil der Form A eine 
negative quadratische Form ist, es seien dagegen die Grossen b 1 ^ = b^- H zunächst 
keinen Bedingungen unterworfen. Man stelle die Frage, welchen Bedingungen die 
Grössen a, b noch geudgen müssen, damit die Form A in die Form B übergeführt 
werden könne durch eine lineare Substitution mit nicht verschwindender Determinante 
von der Form: 



f* ™~ i > 2 » • • • * p > 



(5..) 



deren Coefficienten r sämmtlich rationale Zahlen sind, und deren Systeme (S,), (5,), . . .,(5,) 
nicht zerfallen; dabei wird ein System (S„) ein zerfallendes genannt, wenn in Folge des 
Verschwindens gewisser seiner Coefficienten r[f ] m der n Grössen yJJ', ylf', . . ., y*,*' nur 



Kmi» uud P»»n, TtxtafUaottOBru 
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in m der » Gleichungen des Systems (SJ) vorkommen, und zugleich diese m Gleichungen 
keine der ti — nt übrigen Grossen »/ enthalten. 

Als nothwendige und hinreichende Bedingung für die Möglichkeit dieser Über- 
führung findet man, dass die Coefficienteii a, b der Formen A, B sich in die durch 
die Gleichungen: 

bestimmte Gestalt bringen lassen, wobei die a t , M =• a., M Grössen bezeichnen, die sümnit- 
lich von Null verschieden und ausserdem so beschaffen sind, dass für reelle x der reelle 
Theil der Form EZa^-XuX? eine negative quadratische Form ist, wobei ferner die 

f, ff von Null verschiedene, im Übrigen aber keinen Bedingungen unterworfene rationale 
Zahlen sind, und wobei endlich die p, </ positive rationale Zahlen von der Beschaffen- 
heit bezeichnen, dass für die mit ihnen als Coefficienteii gebildeten Formen: 

l' = l l .r ' ' + p>*xW + h pwtf*: 1 . 

V= ji'j//')' -f- </ t: y-' ; ' + — h y 1 "'' 

eine nicht zerfallende lineare Substitution von der Form: 

:C !H = t nyi) _j. _f [_ /-i.y») ( 

( T) *<»> = ffyu + v - + (. ^y<>, 

«= /»»yi; + ^ (. <».y») f 

deren Coefficienten sämmtlich rationale Zahlen sind, existirt, welche die Form P in 
die Form Q überführt. 

Erfüllen die Coefficienten a, b die angegebeneu Bedingungen, so entspricht zu- 
gleich jedem solchen Systeme von n* rationalen Zahlen t eine in ihren Coefficienten r 
durch die Gleichungen: 

/((•*'* \ =1.» / ' 

bestimmte, in ihren partiellen Gloichungonsystcmen (&',), (SV), .... nicht zerfal- 
lende Substitution (<S'j mit rationalen Zahlen als Coefficienten und nicht verschwindender 
Determinante, welche die Form A in die Form />' überführt, und es umfasst die Ge- 
sammtheit der auf diege Weise conatruirbaren Substitutionen (8) olle überhaupt exi- 
stirenden Substitutionen der angegebenen Art, welche die Form A in die Form B 
überführen. 

Man wird hier noch bemerken, dass die in der angegebenen Weise gebildeten 
Substitutionen (S), insofern als ihre Coefficienten von den Grössen a /lfl - vollständig un- 
abhängig sind, die Überführung der Form A in die Form B auch dann noch bewirken, 
wenn man bei den in A und B vorkommenden Grossen a,,,,* von den oben gestellten 
Bedingungen absieht. 
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2. 

Auf Grund des im vorigen Artikel Gefundenen reducirt sich die Aufgabe, alle 
den gemachten Voraussetzungen entsprechenden Formenpaare A, Ii, welche so beschaffen 
sind, dass die Form A sich durch eine Substitution (S) von der angegebenen Art in 
die Form B überführen lägst-, zu bestimmen und zugleich für jedes solche Forniciipaar 
alle Substitutionen (S) der angeführten Art, welche diese Überführung bewirken, an- 
zugeben, auf die einfachere, alle mit positiven rationalen Zahlen }>, q als Coefficienten 
gebildeten Kormenpaare P, Q. welche so beschaffen sind, dass die Form P sich durch 
eine nicht zerfallende lineare Substitution (T), deren Coefficienten t sämmtlich rationale 
Zahlen sind, in die Form Q überführen l'dsst, zu bestimmen und zugleich für jedes solche 
Formenpaar P, Q alle Substitutionen (T) der angeführten Art, welche diese Überführung 
bewirken, anzugeben. Diese Aufgabe soll jetzt behandelt werden. Dabei nehme man 
an, was ohne Beschränkung der Allgemeinheit geschehen kann, dass die Form P eine 
willkürlich gewählte sei. Die vorher gestellte Aufgabe kommt dann darauf hinaus, zu 
der willkürlich gewählten Form P alle nicht zerfallenden Substitutionen T zu finden, 
welche die Form P in Formen Q überführen. 

Man kann zunächst eine specielle Substitution: 
x <d = p\tiy \) + + ;> n)j^ ^ f_ p *-i)y<*-D _u y->y*-i; 4. y.) t 

x j -*> -> — .^y 11 y si y a -|- i>cy s| -f — |- //— 'y- * + y»)y—" + y->, 
^ X- 3 - = — js'-«y" + i> il) '/ v H \- //--»y— äi + j^>y»-" + y< , 

*i«> — s i«-i)y«-i' _(- y« , 

wobei für v = 1 , 2 , . . . , « : 

+ -(-••• + y) — *<•) 
gesetzt ist, angeben, durch deren Anwendung die Form: 

P = yu* + y-^' + . . . + y«> x (»>* 
in eine Form Q, nämlich in die Form: 

Q = »Witfi^wyi)' -f- y»' -f st«-»)»«»);/-! (/(—''' -f sf-ty-i' 

übergeht, und sodann au.i dieser Substitution die allgemeinere: 

x'M = t<'>/': s »y*y n -f <">(«y»>y*' . . _j_ f.i)<(.) ; ,«iy.i-ii ^_ <<i>y«) ( 

x <* = — Ä (Dyi: _|_ <(K/< 3 J y 3| y*> h -h ^»y^y-» + /wy»', 

^ x ,3i = _ ~is) y»> _j_ . . . ,|_ f s; p,) y.y.-i> _|_ /(Siy .1 f 

x'*' = — ^"-"y -0 -f- < u >y» 

ableiten, in der für v = 1 , 2, . . ., n : 

yi)i(H» yi/w 1 _f_ . . . ^_ yi>^<)' = ;<•) 
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gesetzt ist, und durch welche die Form P in die Form: 

übergeführt wird. Bei dieser .Substitution (T) Bollen f<" , , . . . , <<•' von Null ver- 
schiedene rationale Zahlen bezeichnen; man wird aber bemerken, daas das Gleichuugen- 
system (T) auch dann noch eine, wenn auch zerfallende, Substitution, welche die Form 
P in eine Form Q überführt, darstellt, wenn man die Grössen t™, i m , ...,<<*> theil- 
weise oder auch insgesammt der Null gleich setzt, für i l " dagegen die gemachte Vor- 
aussetzung aufrecht hält Setzt man dagegen f " = 0, oder, um sogleich den allge- 
meinsten Fall einzuschliesseu , = = . . . = C' 1 ■=» 0, während <'»+•> von Null 
verschieden sein soll, so verliert das Gleichungensystcm (T) seinen ursprünglichen Cha- 
rakter, da in diesem Falle die ersten v Gleichungen desselben in rr* 1 ' = 0, ar 1 * 1 =0, 
...,a^*> = 0 übergehen. Entfernt man aber dann diese v Gleichungen aus dem 

Gleichungensysteme (T) und setzt an ihre Stelle die Gleichungen a^ 11 «= »/">, i"> = y (,> 
. . x (,) = so stellen diese zusammen mit den n — v noch übrigeu Gleichungen 
des in der angegebenen Weise specialisirten Systems (T) eine zerfallende Substitution 
(Tj dar, welche die Form P in eine Form Q überführt, und welche im Folgenden als 
der den Werthen = f«> = . . . = = 0, =f= 0 entsprechende specielle Fall der 
Substitution (T) angesehen werden soll. 

Die gewonnene Substitution (T), die im Folgenden, insofern sie zur Zahl tt ge- 
hört, mit (T 1 "') bezeichnet werden soll, ist von besonderer Wichtigkeit. Man kann 
nämlich eine jede Substitution (T*''), welche die Form P in eine Form Q überführt, 
in der Form (Z^) = (T (,} ) (T ' (,) ) zusammensetzen aus einer in ihren Parametern I 
passend bestimmten Substitutiou (T"') und einer Substitution welche aus der 

Gleichung a*" 1 — t/"' und einem die Grösse j/* 0 nicht mehr enthaltenden Systeme von 
» — 1 Gleichungen besteht, das, für sich betrachtet, eine zur Zahl n — 1 gehörige 
Substitution (jH" -1 ') bildet. Ist dies geschehen, so kann man in derselben Weise die 

Substitution (T <,-,) ) in der Form (7^ n_l ) — (T ,,—1 ) (7" ( "~' ) zusammensetzen aus einer 
in ihren Parametern passend bestimmten Substitution (f (T ~") U nd einer Substitution 
i ( welche aus der Gleichung z'"" J > = y"" 1 ' und einem die Grösse y'-» nicht mehr 
enthaltenden Systeme von w — 2 Gleichungen besteht, das, für sich betrachtet, eine 
zur Zahl n — 2 gehörige Substitution (T T,- * ) ) bildet. Führt man so fort, so ergiebt 
sich schliesslich, dass jede Substitution (7" l *')> welche die Form P in eine Form Q 
überfahrt, mag dieselbe eine zerfallende oder eine nicht zerfalleiile sein, sich aus « 
Substitutionen von der Gestalt (T 1 **) , ^"^ l> ) , (T (l) ), (T (,) ) beziehlich, unter Hin- 
zunähme identischer Substitutionen, zusammensetzen lässt. Beachtet man dann noch, 
dass man auch umgekehrt immer wieder eine zur Zahl n gehörige Substitution (T), 
welche die Form P in eine Form Q überführt, erhält, wenn man in derselben Weise, 
wie es soeben zur Erzeugung einer gegebenen Substitution (T 4 "') geschehen ist, n Sub- 
stitutionen von der Gestalt (T (,, j, (f* - "), (f m ), (T" ) ) beziehlich, unter Hinzu- 
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nähme identischer Substitutionen, zusammensetzt, so ergibt sich schliesslich, dass man 
alle Substitutionen (T), welche die Form P in Formen Q überführen, erhält, wenn 
man bei der soeben definirten Substitution (T'" 1 ) die in den n erzeugenden Substitu- 
tionen (T) im allgemeinen Falle vorkommenden + 1) Parameter sich im Gebiete 
der rationalen Zahlen frei bewegen lüsst, jedoch so, dass niemals die in derselben er- 
zeugenden Substitution vorkommenden Parameter gleichzeitig den Werth Null annehmen. 
Damit kann aber die Aufgabe, alle Substitutionen (T), welche die Form P in Formen 
Q überführen, und daher auch die früher gestellte speciellere, alle nicht zerfallenden 
derartigen Substitutionen (T) anzugeben, als gelost betrachtet werden. 

3. 

In diesem Artikel soll Doch gezeigt werden, wie man alle Substitutionen (T), 
welche eine gegebene Form I' in eine gleichfalls gegebene Form Q überführen, er- 
halten kann, sobald eine Substitution (T) bekannt ist, welche diese Überführung be- 
wirkt. Bei der Lösung dieser Aufgabe erkennt man sofort, dass man, sobald eine Sub- 
stitution (T) (2"), welche die Form P in die Form Q überführt, bekannt ist, 
alle überhaupt existirenden Substitutionen (T), welche diese Überführung bewirken, 
aus der Gleichung ( T) = (2") (K) erhält, wenn mau darin au Stelle der Substitution 
(K) der Reihe nach eine jede der überhaupt existirenden mit rationalen Zahlen als 
Coefficientcn gebildeten Substitutionen, welche die Form Q in sich überführen, treten 
lässt, und hat damit die gestellte Aufgabe auf die einfachere zurückgeführt, alle mit 
rationalen Zahlen i als Coefficienten gebildeten Substitutionen (K) zu bestimmen, welche 
die Form Q in sich überführen. Die Lösung dieser Aufgabe soll jetzt zum Schlüsse 
für eine beliebig gewählte Form Q angegeben werden. 

Versteht man unter /'"'> (ß, v = 1 , 2, . . . , ») irgend »r rationale Zahlen, für 
welche die Gleichungen: 

w-y it ?«v-.> + p f ) = o (■■'"-!:;;; ') 

bestehen, und deren Determinante L in Folge dessen einen von Null verschiedenen 
Werth besitzt, und setzt alsdann, indem man die Adjuncte von l<v°) in der Determinante 
L mit A 1 * 1 " 1 bezeichnet und unter f (l) f ( " . . . eine beliebige aus den Zahlen -f- 1, 
— 1 als Elementen gebildete Variation versteht: 

so führt die mit diesen rationalen Zahlen * als Coefficienten gebildete Substitution: 

r»>- — in» i y "> + A |,s ' y -f ... -f /.f -jy»), 
( K) x [t > = k' n < y« + /."»> y*» 4- ... + *•<*« y>, 

x"i = A<""y" 4- *■<»«> y»> 4- ... + *<««>y«) 
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stets die Form: 
in die Form: 

V, — •»"V'' + ^V* 1 ' + • • ■ + 
über, und es wird zugleich durch die Gleichungen (K) unter den über die Grössen /, t 
gemachten Voraussetzungen die allgemeinste derartige Substitution dargestellt. 
In der Substitution (K) ist als spccieller Fall die Substitution: 



X"' 



_.!£!=_> + . *» + ■■■ + . «f v-, 



(K) 



^<>_ f yn + e 8 « .iy« + ... + e ! * y>. 



wobei f = i_ 1, und: 

+ + • • • + 2<" = * 

gesetzt ist, enthalten, die man als die einfachste nicht zerfallende Substitutiou (K), 
welche die Form Q, iu die Form Q f überführt, ansehen kann, und aus der man sofort 
die allgemeinere derartige Substitution: 

,j<i> = f -« 9_ . . * yi, + f y*> _| _|_ f y->, 

SS « 

^ x"' y" -f * — " - y*> + ••• 4- f — - y>, 

• •*• ••••• ........ ... 

= t yn + e ' «- y*> + . • • + 1 2 J- X — y»>, 

s Ii « 

wobei f = + 1 , und: 

yi!/(D' (jir.fV* + ... + — S 

gesetzt ist, ableiten kann- Bei dieser Substitution bezeichnen < (1 >, < (S , . . . , f<"> zunächst 
von Null verschiedene rationale Zahlen. Da aber die Substitution (K) auch dann noch 
eine, wenn auch zerfallende, Substitution, welche die Form Q x in die Form Q 9 über- 
führt, darstellt, wenn mau die Grössen t theilweise der Null gleichsetzt, so soll für das 
Folgende die Bedingung, dass die t sämmtlich von Null verschieden Beien, fallen ge- 
lassen werden. 

Die gewonnene Substitution (K), die im Folgenden, insofern sie zur Zahl n 
gehört, mit (R'"') bezeichnet werden soll, ist für die Substitutionen (K) von derselben 
Bedeutung, wie die im vorigen Artikel aufgestellte Substitution (T) für die dort be- 
handelten Substitutionen (jf). Es kann nämlich gezeigt werden, da.ss jede Substitution 
(K<*>), welche die Form Q I in die Form Q v überführt, sich aus n Substitutionen von 
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der Gestalt (K "'), (K l " _,) ), . . ., (K <s) ), (K m ) bezieblicli, unter Hinzuuuhme identischer 
Substitutionen, zusammensetzen lässt, und daraus folgt weiter, dass man, da auch um- 
gekehrt immer wieder eine zur Zahl »i gehörige Substitution (K), welche die Forin 
Q x in die Form Q y überfuhrt, entsteht, wenn mau « Substitutionen (K'"'), (K'* - "), 
(k'* 1 ), (K (l) ) in dieser Weise zusammensetzt, alle Substitutionen (Ä), welche die 
Form Q x in die Form überführe», erhält, wenn man die in den n erzeugenden 
Substitutionen (K) vorkommenden J n(n -{- 1) Parameter sich im Gebiete der rationalen 
Zahlen frei bewegen lüsst, jedoch so, dass niemals die in derselben erzeugenden Sub- 
stitution vorkommenden Parameter gleichzeitig den Worth Null annehmen, und zugleich 
einer jeden der n in den n erzeugenden Substitutionen vorkommenden zweiten Ein- 
heitswurzeln unabhängig von den übrigen sowohl den Werth + 1 als auch den Werth 
— 1 annehmen lüsst. 



Dritter Abschnitt. 
Aufstellung der Fandamentalformel des ersten Theiles. 



l. 

Gegeben seien zwei quadratische Formen: 

a - T v *:."x<" + + ••• + xL-'z:;') , 

n = T "5" (C rf» + C ^ tf' + - + 

die in ihren Coefficienteu «, b so beschaffen sind, dass der reelle Theil einer jeden von 
ihnen eine negative quadratische Form ist, und das« zu ihnen eine Substitution (S) 
der früher angegebenen Art existirt, welche die Form A in die Form B überführt. 
Weiteren Bedingungen sollen die Formen A, B nicht unterworfen sein, und es soll auch 
von der im vorigen Abschnitte eingeführten Beschränkung, dass die die Substitution 
(S) bildenden partiellen Gleich ungensysteme (5,), (5,), . . . , (S p ) nicht zerfallen, hier 
abgesehen werden. In diesem Artikel soll gezeigt werden, dass jeder Substitution (S) 
eine charakteristische Thetaformcl entspricht, und es soll zugleich die alle diese For- 
meln umfassende Fundamentalformel aufgestellt werden. 

Zu dem Ende ordne man einer jeden der n quadratischen Formen: 

AW = "~£ l ''£aZx < .!W;.\ A^J'l"¥a^xfxf, *'z *V 

eine Thctafunction, welche die Coefficienteu der betreffenden Form als Parameter ent- 
hält, zu, also für v = 1, 2, .... n der Form A™ die Function: 

in, * Ul^-I 

indem man dabei unter Mi*', u% ] , . . . , «j, 0 beliebige complexe Veränderliche versteht, und 
bilde das Froduct der n Functionen &{h ( v\ (1) , *C« (,, )i u is) r - • &{ u< "%t»>] erhält 
dann die Gleichung: 
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E E { 



(i) ü; .;t! 

'),U "'l. "V 



>i («)' 



.« ) 



- y •• v 

bei der für,«« = 1, 2, . . ., p das System der n SummatioDabuchstaben m 1 ,',' , m'*' , . . ., m„ 
abgekürzt mit [im,,] bezeichnet ist, und das dem bestimmten Index fi entsprechende 

Zeichen E andeuten soll, dass nach jedem der »» Sumniatioiisbuchstaben 

»»;.' > m h\ • • • > , """ > von — ^ + 00 7U summiren ist. 

Die auf der rechten Seite dieser Gleichung stehende njj-fach unendliche Reihe 
soll jetzt dadurch umgeformt werden*), dass man an Stelle der Summationsbuchstaben 
to neue Summationsbuchstaben n einführt mit Hülfe der Substitution: 



,(-») „(M 



(t= 1,2, .... |>, 

welche aus der früher aufgestellten, die Form ,4 in die Form B überführenden Sub- 
stitution (S) abgeleitet wird, nachdem man deren Coefficienten W entsprechend deu 
Gleichungen: 

fll ' ',.. = ■,» a- ,1 

Zahlen 



wobei rjT' eine ganze, r„ eine positive ganze Zahl bezeichnet, als Quoti 
dargestellt hat, und bei welcher daher die Zahlen c, r den Bedingungen 



t-> " " 0 , wenn 9^a, U «' = ..* ,J 



genügen. 



Bezeichnet man die Determinante E 



tu) <ti) 

c« c,. 



der ir Coefficienten des 



Systems (S„) mit J )t und die Adjuncte von c,;° in dieser Determinante mit itS"\ 
folgt aus den Gleichungen (S) durch Auflösung: 



so 



(«',) 



•) Man vergl. bieiu dk' Abhandlung: Prjm, Abteilung einer allgemeinen Thetaformel 
{Acta nwthematica, Bd. 3, pa*. 816), in welcher die nachstehende DnUrsucbung für einen epeciellen 
Fall TolWUtndig aufgeführt ist. 

«>»m ttod Pam, TheLfuBclIutnu 3 
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Durch Anwendung der Substitution (S) geht aus der Gleichung (Fj die Gleichung: 

Fl fv] 

hervor, wenn man die Grössen v durch die Gleichungen: 



>V »',. = + c„ «„ + • • • + c„ u,, , 

definirt; und es ist dabei fiir p = 1, 2, . . . , p die auf der rechten Seite vorkommende, 

durch das Zeichen 2 angedeutete Summation nach der Weise aus- 

["*) 

zuführen, dass man an Stelle deB Systems der n Summationsbuchstaben , . . ., 
ein jedes der Wcrthcsyateme treten lässt, welche sich dafür aus den Gleichungen (6^) 
ergeben, wenn man eine jede der n Grössen inj, 1 ', »rjf 1 , . ■-, >«L"' unabhängig von den 
übrigen alle ganzzahligcn Werthc von — oo bis -|- c© durchlaufen lässt. Man erkennt 
aber leicht, dass man diese Summation auch so ausfuhren kann, das* man die n Grössen 
n ( ", «Jf\ m'*' durch die Grössen: 

in denen zur Abkürzung: 

gesetzt ist, bezichlich ersetzt, sodann für «L"', n^ , . . . , ein jedes System von n 
ganzen Zahlen, für welches die Zahlen: 

ganze Vielfache von r,, siud, und jedesmal für aj!* . . . a^"' eine jede der 2? 
Variationen der Elemente 0, 1, 2, . . . , d v — 1 zur w w " Classe mit Wiederholung ein- 
führt, endlich die dann entstandene Summe durch die Anzahl s„ der Nortuallösuugen 
des Congruenzensy stems: 
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r,,(f« > + «L" , *?'' + --- + «/L' ,) xJ: > )^0 (mo<l. J,), 

r„ + + • • • + <^<") - 0 (mod. 4-) 

theilt; dabei ist, wie im Folgendeu, allgemein mit M der absolute Werth der Zahl M 
bezeichnet, und es sind bei einem auf die ganze Zahl M als Modul sich be- 
ziehenden Systeme linearer Congrueuzen Normallösungen diejenigen genannt, welche 
ausschliesslich von Zahlen aus der Reihe 0, 1, 2, . . . , M — 1 gebildet sind. Führt 
mau dieses Verfahren der Reihe nach für (i <™ 1, 2, . . . , p durch und multiplicirt 
hierauf linke und rechte Seite der entstandenen Gleichung mit so geht aus 

der Gleichung (F,) die neue Gleichung: 

(F„) a, s, . . . s, H« u, h» H^hv • • • 



=22 



.- 

Ixe 

hervor, bei der die Summation in der soeben angegebenen Weise zu geschehen hat. 

Die hierbei nach den n auszuführende Summation kann von der ihr anhaften- 
den Beschränkung befreit werden, indem man den Ausdruck: 



tni 



bei dem zur Abkürzung für p «= 1,2,..., j>: 

w = tfw + + • • • + 



gesetzt ist, und das Zeichen £ andeutet, dass für ^™JjJ'""^ nach /3 1 u >> von 0 bis r M — 1 
zu summiren ist, hinter £ als Factor einschiebt Da nämlich der Ausdruck F immer 

i 

den Werth Null besitzt, wenn an Stelle der h solche ganze Zahlen gesetzt werden, für 
welche die np Grössen: 

— VV H h c ,. "f.), y\ c « »« 1 r c /. »*)>—> ^r\ c » *V T h c « w * J> 

> r <! 

j» = 1, 2, ■■ , 
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nicht sämintlich ganze Zahlen sind, dagegen den Werth Eins, wenn die soeben an- 
geschriebenen np Grössen säiumtlich ganze Zahlen sind, so erleidet durch Einschiebung 

des Factors F der Werth der Summe keine Änderung, aber man kann alsdann das 

— *,.... + «> 

Zeichen Z durch das Zeichen £ ersetzen, das andeutet, dass nach jeder der 

i 

np Grössen h von — oo bis -f °° zu summiren ist. Multiplicirt man dann noch linke 
und rechte Seite der so entstandenen Gleichung mit rj »* . . . r* , so erhält man aus der 
Gleichung (F t ) die Gleichung: 



-22 ^ 



„I, ,£, ( ; " v 2 ) + • ■ + «( s - ,,+ 5r) (<*3&)] 

•F[( : - + >)(.- + f„) + .. + (.;;. + |)(^f..)] 



XC" 



Die Gleichung (F,) geht aber unmittelbar in die zu Anfang dieses Artikels 
erwähnte Fundamentalformel über, wenn man die auf ihrer rechten Seite hinter den 
ersten beiden Summenzeichen stehende wjj-fach unendliche Reihe durch das mit ihr 
identische Product der n Thetafnnctionen 



«1 

L r J 



<v — 1,2,...,«) 



ersetzt, und man erhält so die 

Fundamentalformel für die Theorie der Thetafnnctionen mit rationalen Charakteristiken 
in der Gestalt: 

(©) ,-r;.. . rs lSi ...8 r H^hi H*'%*> 

r^ ,; i r«ün 

" 1 M. 



L r J 



_ c J 



.fr 



«<-> 
J 



Bei dieser Formel sind die Grössen u und t> mit einander verknüpft durch die Glci- 



. «ja, + .* + ... + „W , Ju U <V _ % «'r<'> + ^^ + ... + <•') . 
r„ r}« - c<"< »<»' + c<»> Nif' + ...+ «<"> <> , J( , «<" = r„ «»> r<» + <*> <> +-+ <"> r?>) , 
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die «, fi sind lineare Formen der «, d definirt durch die Gleichungen: 



^-'■ < J ,, ^ , + «;L ,1, ^ + --- + cJ.-"^ 1 



/i — i , a ,...,/) , 

und es deutet das Zeichen £' an, das« für t nac ' 1 "l,^ von () ^is 2„ — 1, das 
Zeichen £, das« für ' = ', ^' '* nach /J^' 1 von 0 bis r„ — 1 zu sumuiiren ist; die mit 

s t , s t , 8,, bezeichneten ganzen Zahlen endlich sind, da allgemein a„ die Anzahl der 
Normallösungen de« oben angeschriebenen Congruenzensystems (I) h ) bezeichnet und daher 
von den Werthen der Grössen r ( , «-i,s, .-.,«) abhängt, in jedem speciellen 

Falle besonders zu bestimmen. 



Aus der Formel (ö) erhält man durch passende Änderung der in ihr vorkom- 
menden Variablen m, v die allgemeinere: 



(»0 



.f ( . . . .V j # 



all iil>! 



L J 



fi'" 



+ 9 



-fo< 



wobei: 
<P 



X e 



In dieser Formel bezeichnen x]' ; , A^*>, p< u °, a\'J /' " "'* ') 4 nj> beliebige reelle Grössen, 
^''> *m'C "*!' !' "'") ' r K en( ^ 2w;» gaDze Zahlen; unter x),", JL ( ,'' (' "J' sind Grössen 
verstanden, die sich aua den x, A in derselben Weise zusammensetzen, wie die Grössen 
S, ß aus den «, /S; die Grössen p, <; sind definirt durch die Gleichungen: 
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p .»^^»1^(11 . f-c""' 1 p 1 "", o ( "> — r (^"»«Oi + ^^'ö^'H f-rf'*" , ff'" i ), 

p = 1 r 2, . . ., p, 

und unter j^*' , (' >: T|',' *, . .'') endlich Hi'ml Grössen verstanden, die sich aus den 

y, 0 in derselben Weise zusammensetzen wie die p, ff aus den p, ff. 

Lässt man bei festgehaltenen Werthcn der x, A, p, ff au Stelle des Systems 
der 2nj> Buchstaben y, 6 alle Systeme von je 2np ganzen Zahlen treten, welche den 
Bedingungen 0 < y£> <; r — 1 , 0 < ^ J — l (' " 1 * ' " ' ") genügen, so erhält 
man aus der Formel (8') ein System von N = r* t . . . r* f d* . . . speciellcn Formeln, 
von denen aber jede auf ihrer rechten Seite dieselben N Thetaproducte enthält. Um 
einen Einblick in die Natur dieses Gleichungensystems zu erhalten, setze , man zur 
Abkürzung: 



...» 



ä 

(»<•» 



1 - — -— — h x<-> 



tf] 



."".i, d " " ^_ t , 



aus der Formel (»') geht dann die Gleichung: 



isj r?j' 



hervor, und dio Untersuchung des soeben definirten Systems speciellcr Thctaformeln 
ist damit zurückgeführt auf die Untersuchung des Systems jener N linearen Glei- 
chungen, welche aus der aufgestellten Gleichung (G) hervorgehen, wenn man darin an 
Stelle des Zahlencomplexes fj] die vorher definirteu N Complexe von je 2np ganzen 
Zahlen treten lässt. 

Bezeichnet man wie bisher die Anzahl der Normallösungen des Congruenzen- 

systems: 

(IK) r j gf;X ,, T 0(iaod.^J, r^£>«xj;'-0(mod.^j, .... r , ^-^;»-0(mod.i/J, 
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welche die gleiche int, wie die Anzahl der Norinallöaungcn des Congruenzeusystems: 
{Dd r^,")^-0(mod.^), r^^;)= 0(mod.^), ^■••^;>....0(m«l.^) 
mit Sf,; ferner die Anzahl der Normallösungen des Congruenzeusystems: 
(C„) Ü*c<;"^;t=0(inod.r H ), 'zqv**-.-0(moi.rJ, . . ., . .0(mod.r,), 

welche die gleiche ist, wie die Anzahl der Normallösungen des Congruenzensystems: 
F< 1 "3^ = 0^10.1.0, 2t™*?. Ofmod.rj, .. ., K'-'r". _0(mod.r ) 

mit s,', und setzt zur Abkürzung: 

,V.= s , . . . *>.•>,' . . .s p N', 

so ergiebt Bich, d»ss man die N Summanden der auf der rechten Seite der Gleichung 
(G) stehenden Summe in N' Gruppen von je s, . . . s,s,' . . . 5 ' f gleichen Summanden 
ordnen und daher die rechte Seite der Gleichung (G) selbst durch das s, . . .s r s,' • • • V 
fache einer Summe von nur N' Summanden ersetzen kann. Weiter folgt aber auch, 
dass die N linearen Gleichungen, welche aus der Gleichung (G) in der obon angegebenen 
Weise hervorgehen, in JV' Gruppen von je s t . . . s p s t ' . . . Sp uutcr einander nicht wesent- 
lich verschiedenen Gleichungen angeordnet werden können, und es reducirt sich daher 
schliesslich das in Rede stehende System von JV lineareu Gleichungen immer anf ein 
System von JV linearen Gleichungen, die nur JV' Grössen X und JV" Grössen Y ent- 
halten. Zur wirklichen Durchführung dieser Keduction müssen aber die Zahlenwerthe 
der Grössen c und r bekannt sein; solange dies nicht der Fall ist, wird das genannte 
nicht reducirte System von JV linearen Gleichungen die Grundlage für die weiteren 
Untersuchungen zu bilden haben. 

Das in Red« stehende System von JV linearen Gleichungen kann nach den 
Grössen X als Unbekannten aufgelöst werden. Zu dem Ende multiplicire man linke 
und rechte Seite der Gleichuug (G), indem man unter [Jj einen beliebigen der N auf 
der rechten Seite dieser Gleichung bei Ausführung der SÜmmation auftretenden Zahien- 
compleie versteht, mit Cr' und summire für ' " nach y<;> von 0 bis r — 1, 

[S][|r-J y 

nach d*^ von 0 bis — 1. Unter Berücksichtigung der Relationen: 

( _ i 0, wenn nicht für jedes fi und v: ä£ ^«'^(mod.^), ft? ' /^(uiod.r,,), 

X, wenn für jedes und v: «<" =?;><moA.J„), : ~ß*Xmu&*,\ 
erhält man dann ohne Mühe, wenn mau zuletzt noch den Accent bei den Buchstaben 
a, ß unterdrückt, die Gleichung: 

Auä dieser Gleichung geht aber, wenn man darin an Stelle des Systems der 2n» Buch- 
staben er, ß alle Systeme von je 2np ganzen Zahlen treten läset, welche den Be- 
dingungen 0 <T «<;> 5^ — 1, 0 ^ ß? < r u ~ 1 ('-!:!;'■") giften , «in System 



- 24 — 

von A" linearen Gleichungen hervor, welches die gewünschte Auflösung des ursprüng- 
lichen, aus (C) abgeleiteten Systems von X linearen Gleichungen nach den Grössen X 
als Unbekannten darstellt 

Die Gleichung (G ) ist entstunden, indem mau die N speciellen Gleichungen, 
welche in der Gleichuug (<!) enthalten sind, linear verband. Aus diese» .V Glei- 
chungen lassen sich aber weiter auch, indem ruau nur einzelne, passend gewühlte unter 
ihnen linear vorbindet, Gleichungen in grosser Zahl ableiten, von denen jede mehrere 
(irössen A' und mehrere Grössen Y enthält, und bei denen als Coeffieienteu aus- 
.vchliesslich Grössen C und C~ 1 auftreten. Von der Aufstellung solcher Gleichungen 
soll aber hier abgesehen werden, und es möge bezüglich der Behandlung eines dahin 
gehörigen specialen Falles auf die frühere Untersuchung*): „Ober ein für die Theorie 
der Thetufunctionen fundamentales System linearer Gleichungen" verwiesen werden. 



a 

Man nehme jetzt an, dass drei in ihren Coefficienten a, b, c den für Para- 
meter von Thetafunctionen bestehenden Bedingungen genügende quadratische Formen: 

,1 =" " £ " t (<ft,.x i W- + + h a';: t .*W.), 

"£ '(«#.• + qi-w + ■■■ + 

gegeben seien, die zudem so beschaffen sind, dass die Form A durch Auwendung der 
Substitution: 

<*> r^-y^y«, (:..:;;;•;) 

bei der die c ganze Zahlen, die r positive ganze Zahlen bezeichnen, in die Form Ii, 
die Form Ii durch Anwendung der Substitution: 

w> vc i ^V*; > » C :::*::::;) 

bei der die d ganze Zahlen, die .s positive gauze Zahlen bezeichnen, in die Form V, 
und daher auch die Form A durch Anwendung der aus (S) und (tf,) zusammengesetzten 
Substitution: 

•>•> >• „ , " ' V' - •• -• • ."/ 

bei der: 

,l»ff)_ t V ,-(. ■,•,,/".■") /»»•-«.» V 

ist, in die Form C übergeht. 

*) I'ryni, irutvrsucbungen über die Ru-raatmVhc Thetiiformel und die Hi 
Churaklcristikentbcorie. V. L"ip*ig 1882. Tcubmtr. 
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Nach Früherem entspricht dann zunächst der Überführung der Form Ä in die 
Form B durch die Substitution (S) die in Art. 1 aufgestellte Formel (0), bei der das 
auf der linken Seite stehende Thetaproduct ah Parameter die Cocfticienten a der 
Form A, als Argumente von einander unabhängige Veränderliche w enthält, während 
die auf der rechten Seite der Formel vorkommenden Thetaproducte als Parameter die 
Coefficienten b der Form B, als Argumente Grossen v enthalten, die mit den Grössen w 
durch die Gleichungen: 

(T) r t<t> ='i:V ( f "'•*■ •") 

verknüpft .sind. 

In gleicher Weise entspricht weiter der Überführung der Form B in die 
Form C durch die Substitution (£,) eine der Formel (0) analoge, mit (0,) zu bezeich- 
nende Formel, bei der als Parameter des auf der linken Seite stehenden Thetaproductes 
die Coefficienten b der Form B, als Parameter der auf der rechten Seite vorkommenden 
Thetaproducte die Coefficienten c der Form C auftreten. Als Argumente des anf der 
linken Seite stehenden Thetaproductes nehme man die auf der rechten Seite der 
Formel (0) vorkommenden oben definirten Grössen v und verwende mit Rücksicht 
darauf zur Bezeichnung der Argumente der auf der rechten Seite vorkommenden Theta- 
producte den Buchstaben tv. Die Grössen w sind dann mit den Grössen v durch die 
Gleichungen: 

^ t . v ...... 

verknüpft, mit den Grössen u dagegen durch die Gleichungen: 

(TJ) rs^ = lV"iii* ; . /<- = i.» \ 

Endlich entspricht der überfuhrung der Forin A in die Form C durch die 
Substitution (S t ) eine der Formel (0) analoge, mit (0,) zu bezeichnende Formel, bei 
der als Parameter des auf der linken Seite stehenden Thetaproductes die Coefficienten a 
der Form A, als Parameter der auf der rechten Seite vorkommenden Thetaproducte 
die Coefficienten c der Form C auftreten. Als Argumente des auf der linken Seite 
stehenden Thetaproductes nehme man die in der Formel (0) vorkommenden Grössen w, 
die Argumeute der auf der rechten Seite vorkommenden Thetaproducte sind dann mit 
den auf der rechten Seite der Formel (0,) vorkommenden Grössen w identisch. 

Die Formeln (0), (0,), (0 t ) sind dann nicht unabhängig von einander. Leitet 
man nämlich aus der Formel (0,) durch passende Änderung der Argumente eine der 
Formel (0') des vorigen Artikels analoge, mit (©,') zu bezeichnende Formel ab und 
drückt mit Hülfe dieser Formel ein jedes der auf der rechten Seite der Formel (0) 
vorkommenden Thetaproducte als lineare Function von Thetaproducten mit den Argu- 
menten fr und den Parametern c aus, so erhält man eine mit (0,) zu bezeichnende 
Formel, welche ebenso wie die Formel (0 8 ) das Thetaproduct &iiul l ~>}^ i: . . . . 

#(fM*"^ (»j als lineare Function von Thetaproducten mit den Argumenten w und den 

*'a 

Parametern c darstellt und sich von der Formel (0,) nur durch die Form unterscheidet, 

Ks.un nnd I'iivm, Th«Ufiiii«t<<i>i«<i. 4 
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in dem Sinne, dass diese beiden Darstellungen (© f ) uud (& t ), wenn man bei jeder von 
ihnen die Charakteristiken der auf ihren rechten Seiten vorkommenden Thetaproducte 
auf Normalcharakteristiken reducirt und alsdann Glieder, welche dieselben Thetaproducte 
enthalten, vereinigt, nicht von einander verschieden sind. 

Aus den in den Art. 2 und 3 des vorigen Abschnitts erhaltenen Resultaten 
geht hervor, dass jede Substitution (S) der früher betrachteten Art, welche eine Form 
A in eine Form Ii überführt, sich ans einer endlichen Auzabl ausgezeichneter Sub- 
stitutionen (S) zusammensetzen lüsst. Verbindet man dieses Resultat mit dem soeben 
gewonnenen, so ergibt sieb, dass man die Formel (6>), welche der Überführung der 
Form A in die Form B durch die Substitution iß) entspricht, auch erhalten kann, 
indem man die den ausgezeichneten Substitutionen (8) entsprechenden Formeln {&'), 
(8') in oben angegebener Weise verbindet. Man kann sich demnach bei der Her- 
stellung specieller Thetaformeln auf diejenigen charakteristischen Formeln (8), (8') 
beschränken, welche den durch die Untersuchungen des zweiten Abschnitt« gewonnenen 
ausgezeichneten Substitutionen (5) entsprechen. Von diesen Formeln sollen in den 
zunächst folgenden Abschnitten diejenigen, welche ftlr die Theorie der Thetafunctionen 
von Bedeutung sind, aufgestellt und in die einfachste Gestalt gebracht werden. 
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Vierter Abschnitt 
Erste Specialisirnng der Fnndamentalformel. 



1. 

Anknüpfend an die Untersuchungen des zweiten Abschnitts kanu man das 
folgend«) Kesnltat aussprechen: 
Die Form: 

A y £a utt .(P tKx '? x » 1 + P <rx ',? x u : + ■ ■ + p»jr")i<;») , 

. _i f -i v * * * * ' ' ' 

bei der die p irgend welche positive rationale Zahlen bezeichnen sollen, geht durch 
Anwendung der Substitution: 

*f - l^y," + !> [3, W + 1*' y; 1 + ■ • • + y y';- 1 ' + y<;> 

,«> _ _ ,<m,^ + ,/sy» + ^ty« + . . . + j/.y;-» + 
(S) awi = _ s <»y» + j/i yj, + ■■- + + j,;> , 



j(.0 = 



« = 1, 2, ..,;>, 

wobei allgemein : 

p'U + -j 1_ j/O _ «<•> 

gesetzt ist, Ober in die Form: 

B ~l" "f «^.(«"y;yj? + ?<"y;jy?! + • • • + * •y;y;>), 

bei der: 

= iOs'sy»), joo^y»), . . ., j<— »• — »*«y»i, M *"■> 

ist. 

Unter der Voraussetzung, dass die Grössen a,,,,- den für Parameter von Theta- 
fuuctionen bestehenden Bedingungen genügen, die p aber positive ganze Zahlen sind, 
soll jetzt diejenige Thetaformel, welche der Überführung der Form A in die Form Ji 
durch die Substitution (5) entspricht, aus der in Art. 1 des dritten Abschnitts aul- 
gestellten Fundameutalforniel (0) abgeleitet werden. 
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Zu dem Ende hat man die in der Formel (ü) vorkommenden Grössen a™. , . . . , 
a 'l > ^% > ■ • •< ^ > (f*> f* = 1> ■ ■ ' i') ' n Coefficienteu der soeben aufgestellten 
Formen A, B und zugleich dio der Formel (6>) zu Grunde liegende allgemeine Sub- 
stitution (S) in die hier vorliegende specielle Substitution (S) übergehen zu lassen. 
Man erhält dann die gewünschte Thetaformel zunächst in der Gestalt: 

dabei ist zur Abkürzung: 

. . . - ^/ 

0.1, ..,./-! 

gesetzt, das Zeichen £ deutet an, dass nach jedem der np in den linearen Formen: 

a 

-i' ,, H ,> -Ol. 



s<»> 



> 

f. = 1, 2, . ., p, 

vorkommenden « von 0 bis J — 1 zu summircn ist, und 3 bezeichnet die Anzahl der 
Normallösungen des Congrueuzensystems: 



* 

Unter Berücksichtigung, dass die soeben genannte Zahl 5 den Werth: 

besitzt, und durch mehrfache leicht ersichtliche Umformungen kann man aber die ge- 
wonnene Thetaformel in die reducirte Gestalt: 
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»K^«»»i« w, J .«»•■ ■ »Kl- 

(€») 



k-"V» *'^H^l«> 



> - <i J 

...» j^'" ""»"»jur'-'l,, „»[>" | ij' < "'ii...,j 

bringen, wobei zur Abkürzung für ', ~',* V, ' . ' *~ ' : 

+ s «) i( « 4- ... 4- = a j.) 

gesetzt ist Iii dieser Formel bezeichnen also p' l) , . . ., irgend welche positive 
ganze Zahlen, aus denen sich die ganzen Zahlen s"", . . ., s M den Gleichungen 
*<•> = f( «> 4. ,/•> + • • • + }/» ( v = 1, 2, . . b) gemäss zusammensetzen. Ferner ist: 

«je ■ rf,;-" - /*•>«,,•, 

ft, fi' = 1, 2, ji; 
eiter sind die Grössen v durch die Gleichungen: 



,l—'> = /."»ff*» 4- j/*>i r W 4- 4- ... 4. ;/'),(.—" — •,<—'>«<«>, 

r» ~ 2. 

mit den Grössen « verknüpft, und endlich deutet das Zeichen 2T an, dass für [ \' *' ' 
nach «>' von 0 bis s r * +,J — l zu summiren ist 

2. 

Setzt man in der Formel (W): 

j/li = ^«i = . . . v . _ i , 

setzt gleichzeitig für u = 1 , '2, . . ., }>: 

indem man unter eine veränderliche Grösse, unter c 1 », c<j", . . ., c<;» beliebige Con- 
stanten versteht, und beachtet, dass alsdann: 

wird, wenn man zur Abkürzung für v =• 1 , 2, . . ., » — 1 : 

«m 4-. c (»i 4 f- 
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dagegen: 

setzt, so geht aus «1er Formel («) die Formel: 



hervor; dabei bezeichnet allgemeiu d(j[jÜw]!U eine Thetafutiction mit den Parametern 
wi<j„ u (n, ji' = 1, 2, . . ., />), und es ist: 



wobei zur Abkürzung Tür = ' ^" 2 :• 

«<!' + 2*^> + + ■ - - + vty = *<;> 

gesetzt ist, und £ andeutet, dass für ^ = J; ' ; "~ s nach t<* ] von 0 bis v zu summiren 
ist. Man erkennt leicht, dass ma» diesen Ausdruck für auch in die Gestalt: 



1 

2 » 
0 J 



» — •-' n - 1 
0 



briugeu kann, wobei 2,' andeutet, dass für 'r,' ^ ," * nach n *' von 0 bis v zu 
sunimiron ist. 

Aus der Formel (77) erhält man durch passende Änderung der iu ihr vor- 
kommenden Variablen w die allgemeinere: 



(//) 



9 

h + l 
L « J 



°* ''VI*'' I - -4- "1 ^ 



bei der jr, /» beliebige reelle Constanten, die ). irgend welche ganze Zahlen bezeichne». 

Versteht man jetzt unter x,, x it . . ., irgend welche ganze Zahlen, multi- 
plicirt linke und rechte Seite der Formel (77') mit: 



Digitized by Google 



- :n - 



und summirt nach jedem A von 0 bis w — 1, so erhält man. wenn man schliesslich 
den Punkt auf den Buchstaben x unterdrückt, die Formel: 

X 



://) 



: n "J 



3 + 



'II,... 

L « _ 



s ». 



.;»<• -f- r:-'<) t e 



>■■■>■ 



Die Formel (II) gibt zu folgender Bemerkung Anlas*. Die rechte Seite der 
Formel (//) ist ein linearer Auadruck von Thetafunctionen mit den Argumenten 
nw, -f- s, | ... I ntc,, -j- ä,., dessen Coefficienten (7 von den Variablen tc nicht abhanden. 
Ändert man die willkürlichen Constanten c, jedoch so, dass die mit: 

bezeichneten Verbindungen derselben keine Änderung erleiden, so ändern sich auf der 
rechten Seite der Formel (//) nur die Coefficienten C der n" Thetafunctionen, während 
diese selbst völlig nngeändert bleiben. Nennt man daher allgemein ein Thetaproduct 
von der Form »{w + <* l %9(tc + ö'% . . . &{w -f- e^J,, bei dem für p = 1, '2, . . ., p 
c u' "H c i.* > "T" " * " H" *>"' = S f. em zn ^ em Constantensysteme s, ; . . . | s p gehöriges 



n-gliedriges Thetaproduct mit den Variablen ff, 



w p , so ergibt sich aus der 



Formel (//) unter Beachtung, dass zwischen n>' + 1 linearen Formen von n>- Variablen 
immer eine lineare Relation mit constanten Coefficienten besteht, der folgende Satz: 

Zwischen -+- 1 zu demselben Constantensysteme s, | . . . [ $,, gehörigen »-glie- 
drigen Thetaprodncteu mit den Variablen w , [ . . . \ w f besteht immer eine lineare Re- 
lation mit in Bezug auf die Variablen ff constanten Coefficienten. 



Man setze jetzt in den Formeln (//), (II'), (II) sümmtliche (irös^en c der Null 
gleich und bezeichne die neue Grösse, in welche alsdann C, . . , p übergeht , mit K, x , . 
Die Formel (77) geht dadurch in die Formel: 



f "o) 

über, und es ist dabei 



, . i s*" r°"' ] 
,.. «, =2 * 1 - *•» Iii 0 *» ' 



■ # j in — 3j(n - 1} 



IV- 1 ' « 1 1 
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wobei zur Abkürzung für '^l' ' : 

+ + 3«^ + • ■ ■ + »•*<," = ■»;: 

gesetzt ist, und 2.* andeutet, da*s Iii r Ti',' 7" * nac1 ' von 0 his v zu «ummiren 



ist; oder in anderer Form: 



5 • • - 



. . . i> | ,1 -J ' ' ,< - I 
» = I. 



V- 8 ' «■! 



wobei 2; andeutet, das» für ' nach jj"' vou ü bis v zu summiren ist. 

Es geht weiter aus der Forme) (//'), wenn man darin noch für n = 1, 2, . . .,p 
die (Jrössc A H jetzt mit nh, t bezeichnet und alle Zahlen A der Null gleich setzt, 
die Formel: 

co 2 A - vVV* !*>«•»- 

hervor, bei der die A beliebige reelle Constantcn bezeichnen. 

Es geht endlich die Formel (//), wenn man darin noch für ,u = 1,2,...,^ 

y„ durch <f„ — " ersetzt, in die Formel: 



(IQ 



0.1 . 



— l 

9- 



Im, 



über, bei der die 7» beliebige reelle Constanten, die x irgend welche ganze Zahlen 
bezeichnen. 

Die vorstellenden Formeln sind für die im zweiten Thcile dieser Arbeit zu 
entwickelnde Transformationstheorie von besonderer Bedeutung, und es wird dort Anlass 
sein, auf dieselben znrückzukommen. 
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Fünfter Abschnitt. 
Zweite SpecialiRirnng der Fnndamentalformel. 



1 . 

Anknüpfend an die Untersuchungen des zweiten Abschnitts kann man weiter 
das folgende Resultat aussprechen. 
Die Form: 

A -2 "F + q">*?**) + ■ + 

bei der die q irgend welche positive rationale Zahlen bezeichnen sollen, geht durch 
Auwendung der Substitution: 

- (2«0> - + 2gp>tf» + • • ■ + 2q"W , 

sx»> - 2 3 »>y«> + (2r/»> - s)y?J + • • - + 2 9 <->j£>, 



fi= 1, 2, p, 



(S,) 



wobei: 

2<n -f h }- 9 «> — s 

gesetzt ist, über in die Form: 

n "Et *j[ a *A* l WW l + + ••• + WWh 

Unter der Voraussetzung, dass die Grössen «,,„ den für Parameter Ton Theta- 
fnnctionen bestehenden Bedingungen genügen , die ij aber positive ganze Zahlen ohne 
einen allen gemeinsamen Theiler sind, «oll jetzt diejenige Thetafoimel, welche der 
Überführung der Form A in die Form Ii durch die Substitution (S) eutapricht, aus der 
in Art 1 dos dritten Abschnitts aufgestellten Fundanientalforuiel (ß) abgeleitet werden. 

Zu dem Ende hnt mau die in der Formel vorkommenden Grössen 

a l 1 ,'," ■■•< a \"l< tfL-> ■ •> fy"!- (f*> 1> 2 , • • •> P) die Coefficienten der soeben 

aufgestellten Formen A, B und zugleich die der Formel (0) zu Grunde liegende all- 
gemeine Substitution (S) in die hier vorliegende specielle Substitution ($) ubergehen 
zu lassen. Man erhält dann die gewünschte Thetaformel zunächst in der GeBtalt: 

>d r*VH, Tli*Ufttnclloii.m & 



,ogIe 



- ;J4 - 



0, 1, . , .'— 1 0,1, . , i—l 

-2 2 : 



"5 ,,r 








J 














_ « 




* 





■!*bei ist zur Abkürzung: 

(— 1)— 's" «= 

0,1, .. •"— I 

gesetzt, das Zeichen 21 deutet au, dass nach jedem der up in den linearen Formeu: 



«S." - V fr"'*»" + «"'^ + • • ■ + « '"'•i." > ) - • 
=?' - t w + 1*-? 1 + ■ ■ ■ + «'"•r 1 ) - j »"' • 

« ( ;' = t (^"«L" + 9 l! V;> + ■ ■ • + ^ , " , «^: , ) - 

ft — 1, 2, . ., p, 

vorkommenden o von 0 bis s" — 1 zu summiren ist, entsprechend deutet das Zeichen 
o, i, ... »— i 

£ an, dass nach jedem der np in den linearen Formen: 

Üf-iW + ^ + - + a - 

p l ; , -^ >1 (ßL" + o!f' + ■■• + #') - '/>!:'. 
p. 

vorkommenden 0 von 0 bis s — 1 zu «uminireu ist, und endlich bezeichnet s die Anzahl 
der Normallösungen des Cougruenzensysteros: 

j [(8r/ l > _ «)*<•> + + • ■ • + S,'" ) *" , J - 0 (»od. J) , 

[ S,*"**" + (2,<*> - + • • • + 2, ( ">.r<">] - 0 (mod. J), 

S,< l *- l "+ + . . . + - ,)*">J Ofmod.J). 

Unter Berücksichtigung, dass die soeben genannte Zahl i den Werth: 

» — j 

besitzt, und durch mehrfache leicht ersichtliche Umformungen*) kann man aber die 
gewonnene Thetaformel in die reducirte Gestalt: 

•) Man vergl. hierzu den Art. 2 der Abhandlung: Kiazer und Prym, Clor diu Virallj?e- 
der Rieroann ichoa Thetaformel (Atta mathumatica, Bd. 3, paif. 840), wo diese Im- 
in einem upecielten Falle vollständig durchgeführt «ind. 
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V, 



v ' o, i 



-2' ^j^^'^^ 



bringen. In dieser Formel bezeichnen also t/% . . ., positive ganze Zahlen 

ohne einen allen gemeinsamen Factor, auch ist zur Abkürzung + 9**' -\ f-j'-i—s 

gesetzt. Ferner ist für ft. #»' = 1,2,.. ., p: 

"l l ' u - — '/•*%-■> a Z- — i' 1 a «>> •■■» — g*''«»»-; 

weiter sind die Grössen «, c durch das involutorische Gleichungensystem: 

8t»> = (2^«> - S ^ *;> + 29«>«w + • • + W"»? , 



2^ 1 + 2 */" «j« + ■ ■ ■ + ( 2q" - s) «w , 



f* = 1 2, ...,;>, 

V.l. .«-I 

verknüpft, und endlich deutet das Zeichen £ an, dass für p = 1, 2, . . p sowohl 
nach «t,, wie nach ß„ von 0 bis s— 1 zu summiren ist 



Aus der gewonnenen Formel (8) erhält man durch passende Änderung der in 
ihr vorkommenden Variablen u, v die allgemeinere: 



( , -±i- ,l J. 



SP» 



r~ 2 v -1 












5 _J 





0. 1. ^-1 



* 

* ' - 



2(« + K) 



, ' ~ ("..»..-.*« V 



wobei: 



X r 



9= - **' 'z (y* + , 



ist, ferner «M, AJ," („Zi.l] .1) 2n P beliebige reelle Grössen, y„ d M ((»—1,2,. 
irgend 2j> ganze Zahlen bezeichnen, und zur Abkürzung für »i = 1, 2, . . ., p: 

q «w, + r *r, + ...+ ^-»*«;' = *, , + *»> + • • • + - x, 

gesetzt ist 

5* 



;1>) 
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Es soll jetzt der Fall, wo die ganze Zahl s ungerade ist, vou dem Falle, wo 
s gerade ist, getrennt werden. Ist: 

s eine ungerade Zahl, s -= 2s' — 1, 

so kann man die Formel («') in die Gestalt: 



SP» 



«, l, . , •— i 

-2 • 



+ x<" 



q 6 + w 

~ « + 25 



„U'l 



. 9 



" « + Sit 

s 

,<«> 



- x<"' 



— ' ' £ <«„<*„ — ,V/>> 

wobei: 

ist, bringen. Ist dagegen: 

s eine gerade Zahl, s = 2s', 
so kann man die Formel (&') in die Gestalt: 

V . -f- K^l 





~ 7 
&' 


4- x«>" 














_ »' 





LV + AW J 



U. 1,^.-1 



r « + s 



— X ' 



«"'f + _ A i' 

L jr' 



9 W (ß + 1) 



wobei: 



x e , 
T <y, + 5,)d, , = - T («,. + i,)/». 



ist, bringen. 

Setzt man in den Formeln (© '), (®/), (ö, ) die Grössen d, x, A sümmtlich 
der Null gleich, so geht die Formel (©') in die Formel (ö) des vorigen Artikels über, 
und entsprechend verwandeln sich die Formeln (©,'), (ö/) in diejenigen Formeln, 
welche man erhalten würde, wenn man die beiden aus (ö) durch Trennung des Falles, 
wo s ungerade, von dem Falle, wo s gerade ist, hervorgellenden Formeln in die ein- 
fachste Gestalt brächte. 
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Zum Schlüsse dieses Abschnittes sollen jetzt noch die aus den Formeln (&), 
(*},'), (€>,') für <7< 1 ' = <f<*> <=•••— g*" 1 ™ 1 hervorgehenden, im Späteren zur Ver- 
wendung kommenden speciellen Formeln unter gleichzeitiger Einführung einer über- 
sichtlicheren Bezeichnung aufgestellt werden. 

Es geht zunächst die Formel (©') in die Formel: 



'll 



(«0 



<l. I >•- 1 

-2» 



rS(, + ,)_ x(t) -, 



l_ r . 



...» 



r 

in 

. r 



+ «'<" 



«V + Vi« 



s (''+»'_ -,,1 



L r 



♦ X c "=» 

Ober, bei der r irgend eine positive ganze Zahl bezeichnet, und die Grössen m, t> durch 
das involutorische orthogonale Gleichungensystem: 

r v? = (2 - . )«»> + 2«<» + ' • • + 2uW , 

rt-*J>- 2 «<;> + (2 -r) *»> + •■• + 2«£>. 



2„(«) + 2hW + ... + (2-r)«<'>, 

p = 1, 2, . . . , />, 
verknüpft sind. 

Es geht weiter die Formel (€#,*) in die Formel: 



r f » 



31 



+ x<'> 



...» 



r- 1 



- xi 2. i^^n — 2/ 

/<=•» 



I), I r— I 



r 

L r 



- *'<»> 



r 

•' + *» 
l_ r 



I! r< 



r — 4 , tri \n • - 



positive ungerade Zahl bezeichnet, und die 



über, bei der r = 2r — 1 irgend 
Grössen «, v durch das involutorische orthogonale Gleichungensyatem : 
r i<» - (2 - r)«») + 2«» + • • + 2».<;> , 

2i4j«) + f2 — r) M ««> H + 2t(<;', 



verknüpft sind. 



2^ii + 2 «<f)-f-... + (2-r)«(-, 
ii — 1, 2, . ., p, 
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Es geht endlich die Formel (©,') in die Formel: 





¥ 


+ x"> 




f 
r* 


+ x<"> " 


r' p » 














n 
_ i ' 


+ x'(" 




»/' 

* 

Lr 





O, l r — 1 



r 

u »■ 



tr">) ...» 



r* + » 

r' 

1_ r 



— x<* r > 



— 2. i»„ f ^ -•„%) 
X e "- 1 



Uber, bei der r — 2r' irgend eine positive gerade Zahl bezeichnet, und die Grössen 
u, v durch das involutorische orthogonale Gleichungensystem: 

rv« - (i - r>;;> + «:' + •••+ 



«*,» + ü - r')«|f» + • • • + 



»r<"> 



«<" + <> + --- + (i-r>r>, 

M = 1, 2, />, 

verknüpft sind. 

Bei eiuer jeden der drei Formeln (S r ), (Ö,'j, (»,') sind unter jj„, (u = 1,2,... ,p) 
irgend welche ganze Zahlen, unter x<;>, x^> (' ~ }* *' " irgend welche reelle Grössen 
zu verstehen, während die Grössen x„, x„ (fi = 1, 2, - . ., ;<) durch die Gleichungen: 

* , - + «?> + ••• + *;:> , *„ -= «'«•> + «i« + • • • + *;< r) 

definirt sind. • 

Die Formeln (£,'), stimmen, von den Grössen x, x' abgesehen, mit den 
in der Abhandlung: „Über die Verallgemeinerung der Riemann'schen Thetafonnel"*) 
aufgestellten Formeln (©/), («,') uberein. 



♦) AcU 



, Bd 8. p*g. 240 
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Sechster Abschnitt. 

Aufstellung einiger fBr die Theorie der Thetafunetionen wichtigen orthogonalen 

(ileichungensysteme. 



Soll die Form: 

X = x<"' + x l, >' H f- x<"* 

durch die Substitution: 

rx"> «""y 11 » c' 1 *!^*) -J- (- c^'y"", 

ra*»* = c<»'iy< l > -j- ct^y») -( 1- c^-V"), 



(0) 



rx<-> — c<»»yi)^. c<««)y(*> _|_ 1_ ^»»y»^ 

bei der r eine positive ganze Zahl, die c ganze Zahlen bezeichnen mögen, in die Form : 

r — yir + y h )- yw 

übergehen, so müssen zwischen den Zahlen c, r die ^ »(«-+" 1) Kelationen: 

(o) c• (, '"c<"'' , + c<"'c<»'" H 1- ; — Wen " *. > *' <». • - l«. > 

(i, wenn o < o*> 

oder auch die damit äquivalenten: 

(o) c^V*' 1 ' + c«f*'cv H h <*"•>*«•'■> — ^' WeDD P , ^ P ' «».e'-i, «,...,») 

w 0, wenn p ^ o , 

bestehen. Unter Anwendung der Relationen (o) erhält man dann ohne Mühe die Auf- 
lösung des Gleichungensystems (0) nach den Grössen y als Unbekannten in der Gestalt: 

r yi> _ c ov x 0. + ^ii> z t»> _|_ h c »-i^., > 

((/ , rjw - c<'»>x< l > -(- *"> + • • • + c'»»>x-<»> , 

ryi— (jti »:^<u _j_ c««) _».<«-) (- c««" 1 ^*». 

Die Gleichungensysteme (0), (0) mögen orthogonale genannt werden. 

In diesem Abschnitte soll die Aufgabe behandelt werden, bei gegebenem r 
die c als ganze Zahlen so zu bestimmen, dass sie den Gleichungen (p), (o) genügen. 
Zunächst wird der Fall r = 2 erledigt werden. Die darauf bezügliche im nächsten 
Artikel folgende Untersuchung wird zeigen, dass es möglich ist, in diesem Falle alle 
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Uberhaupt existirenden Substitutionen (0) anzugeben; es wird sieb zugleich aber auch 
ein allgemeines Princip ergeben, um fQr beliebiges r ebenso charakteristische Sub- 
stitutionen (0) aufzustellen, wie die im Falle r =• 2 erhaltenen es sind. 



Die Aufstellung der «lern Falle r = 2 entsprechenden Substitutionen (ö) er- 
fordert die Lösuug der folgenden Aufgabe. Ks sollen die positive ganze Zahl » und 
die n* ganzen Zahlen c so bestimmt werden, das« für jedes 0 und «' von 1 bis 11 die 



(«) 



1 4, wenn tf' = tf, 

0 , wenn « ^ ö , 



oder, was dasselbe, für jedes 9 und p' von 1 bis n die Relationen: 

(,/) «tr»*-» + ctW*» -f • • • -f = wenn * ™ p> 

0, wenn p ^ p, 

erfüllt sind. Man findet, das« zunächst eine Reihe von Systemen desselben Typus 
existirt, welche zu den Werthen n 4, 6, 8, 10, . . . gehören. Denkt man sich die 
n* Grössen c in der durch das Gleichungen system (<)) bestimmten quadratischen An- 
ordnung geschrieben und setzt der Einfachheit halber an Stelle der auftretenden Zahlen 
+ 1, — l nur die Vorzeichen -f , — beziehlich, so werden die zu den Werthen n = 4, 
G, 8 gehörigen Systeme durch die hier folgenden vorderen drei Schemata vollständig 
dargestellt, während das vierte Schema das einer beliebigen geraden Zahl n ■» 2m 
entsprechende System versinnlicht, wenn man Bich noch die in den fixirton Horizontal- 
reinen offenen Plätze mit der Null besetzt denkt. 
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Ausser diesen regulären Systemen ergeben sich merkwürdiger Weise noch zwei isolirt 
stehende Systeme, von denen das eine zum Werthe n ■>= 7, das andere zum Wcrthc 
m = 8 gehört, und die durch die Schemata: 
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repräsentirt werden, betrachtet man zwei orthogonale Systeme, von denen das eine 
aus dem anderen dadurch hervorgeht, dass mau seine Horizontalreihen oder seine 
Verticalreihen in irgend einer Weise umstellt, oder dadurch, dass man die säuiint- 
lichen Elemente irgend welcher seiner Horizontal reihen oder irgend welcher seiner 
Verticalreihen mit — 1 multiplicirt, als nicht verschieden und schliesst zerfallende*) 
Systeme aus, so sind mit den vorstehenden alle möglichen verschiedenen zur Zahl r = 2 
gehörigen orthogonalen Systeme erschöpft. 



3. 

Dem durch das obige zur Zahl »i = 2m gehörige Schema repräsentirten Systeme 
der Grössen c entspricht das orthogonale Gleichungensystcm: 

2 — y 1 — y*> 4- y 3 > + y , 



»> r ISui— 1) 



Vj'l"!-! 1 = -MX yl* '*-«».{_ yi m-J)^. _ 

Um die wahre Natur dieses Gleichungensystems und damit zugleich die Möglichkeit 
seiner Verallgemeinerung für beliebiges r zu erkennen, setze man: 



») Vergl. pag. 9, Z. 2 v. u. 
Kulll ul»1 TiiVK, •ni»l»runctit.nBii 
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*W = «"» - x"> = «<*' - f»>, . . . , x -"-*» = — f •»-•>, x""*> = - /<""; 
es ergeben sich dann für die Grössen y die Werthe: 

yo — «.■> + <<«>, y* = „■'*» + << 3 >, . . . , y™— * - + <<"«), y-»—> ~ + <<", 

und die Relation: 

J: nr + ^ ^ 1_ ^.r = y> ' + y _| 4. y.>- ( 

welche der Thabache Ausdruck verleiht, dass das Gleichungensystem (0» ra ) ein ortho- 
gonales ist, geht über in die identische Gleichung: 

Von dieser Gleichung (/»„) aus kann man aber auch rückwärts wieder zu dem Glei- 
chungensysteme (O s „) gelangen, wenn man für fi = 1, 2, . . ., »i: 

+ M — j;«''-«' , if!"' -f /'■'-*■«> y»."-»> , 
«■(.••) _ = x**"', «•<" — /'•"" r ' = y'*"' 

setzt, und dann, nachdem man noch t {m + v durch ersetzt hat, durch Elimination der 
Grössen «• und < die Grössen x durch die Grössen y ausdrückt. Man erkennt daraus, 
dass in der identischen Gleichung (J, m ) das Wesen des Gleichungensystems (O tm ) voll- 
ständig zum Ausdruck gebracht ist. 



Die für beliebiges r gewünschte Verallgemeinerung des Glcichuugensvsteuis 
(O im ) macht jetzt, nachdem die sein Wesen charakterisirende identische Gleichung (J tm ) 
gewonnen ist, keine »Schwierigkeit. Um zu ihr zu gelangen, hat man zunächst die 
Gleichung (J tm ) au verallgemeinern. 

Zu dem Ende verstehe man unter «••'">, p = 1, 2. . . . , m, m beliebige Grössen, 
unter t i,,t} , l { " r -, (i = 1, 2, wi, m Gruppen von je r Grössen, die nur 

den Bedingungen: 

(<uX) _|_ fl»* _| C-Li »> 

zu genügen haben, und bezeichne ferner mit p eine zweite Einheitswurzel, sodass also 
p sowohl -f 1 als auch — 1 sein kann. Die Gleichung: 



(</,,) 



+U f|, + , :i»)» + ( (r i»i + 1-+...4 (V«» + ,f- *.-)« 



+ ( tf üi + ,'«))« + (, e '»» +t i«J)* + ... +llc <«) + ^t'<> ) . 
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die unter «Jen über die Grössen t gemachten Voraussetzungen eine identische ist, 
bildet dann die naturgemüsac Verallgemeinerung der identischen Gleichung {Jtn), 
die als specieller, den Werthen r =» 2, p + 1 entsprechender Fall in ihr ent- 
halten ist. 

•S«t/.t man nun entsprechend den m Verlicalroihen der linken Seite: 

M-<') -|- <<»i = r 1 ', «■'«> 4. /(»: = jr+n, . . ., h4«-< + (""> = jr f «-!H-ii t 



und weiter entsprechend den >m Verticalreihen der rechten Seite: 

«Ul + /t*»J = j/l , „-<*! + f<»U = yir+l) > . . , ( 4. p/HI, _ yl n,-U + l) j 

lr «> _)_ /<«) = y*l f „•!»> _[- (<MJ = y r +9), . . . , «'("«1 -f- p/f«»l = ,j{^lr+i; f 



drückt alsdann aus der zweiten Gruppe Ton Gleichungen die Grössen tc und t durch 
die Grössen y ans und führt die auf diese Weise für die Grössen tc und / sich er- 
gebenden homogenen linearen Functionen der y in die erste Gruppe von Gleichungen 
ein, so entsteht ein nur die Grössen x und y enthaltendes orthogonales Gleichungen- 
system (O rill ), welches die für beliebiges r gewünscht« Verallgemeinerung des Glei- 
chungensysteins (0 2 ,„) bildet. 

Der Fall m = 1, der ein Ausnahmefall ist, soll zunächst behandelt werden, 
lu diesem Falle erhält man, wenn p == -f- 1 ist, das orthogonale Gleichungensystem: 

(0;,l = ;/<", a* = t/'i, . . . , *") = f,<", 

das aber für das Folgende keine Beachtung verdient; wenn dagegen p = — 1 ist, das 
orthogonale Gleichungeusystem: 

rx<« = (2- r ); r + 2j,<*> + ■■■ + 2;/", 

<>>„) -')*»> + -•- + 



rr'"» = 2./<» + + • • • + (2 - »),/". 

Nachdem so der Fall »1 = 1 erledigt ist, sei für das Folgende »1 > 1 
vorausgesetzt. In diesem Falle ergibt sich aus (J rn ) das orthogonale Gleichungen- 
system: 

6» 
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r*<'» - y> + y* + • + y> 4- (►('»— i)>^ ,f+,i - 9 y^"-^» Q y-'\ 

ri<*' = y> + y> + + y' — p yfM.-i'+>)4-p( r — ny^'+s/ p y-o 

ri«' , -!f , ' l +!»"H h//"— P y*-»-H:_ p y".-i<+» |-p(r— 

rj Ki)_( r _nyi) - y> - y + y-^ 1 +y+»> + — l-y 0 , 

r ^+*> = _ yi. + ( r _i)y« _ ;/"> 4- y r +" + y H *> h r-y", 

= _ y» - y*i — i)y + y+» + y'+»' n 1- y«'', 

rr<"'') «= ( r — 1) y+" — y-r.->_ • ■ — y*'» + y*' + ,: + y +» + 1- y»'J, 

rj(»'> — - y+' • y+*> hf''— i)y"+y rr + 1 > + y ar +*' h 1- y ,r >, 



ra l.v.-l /■+!/—(,-- [ jym-ifi-fll ._ i/+2l _ y +f/"— «••+*' +y n>— t^+SI-l + 

ri <«-U+tl- - y.u-vr-t-n+(,._i t y»,-;r+/i ... _ y. ..-!,-> 4y* -1,+ n 4y,„. f^mrt 

ri (mr) ~ — y«.-*H-i) _. y-n-f-f-n ny«.-ir> 4y... - i'+i) 4y...-ir+i(>4 . . 4y^,) > 

Um den Bau des Systems (O rm ) besser (iberseben zu können und zugleich die 
Analogie, welche zwischen seiner Bildung und der Bildung dea im vorigen Artikel auf- 
gestellten, dem Wcrthe r — 2 entsprechenden Systerues (O im ) besteht, mehr hervor- 
treten zu lassen, sollen schliesslich noch die auf den rechten Seiten von ((hm) stellen- 
den CoeJticienten in ein quadratisches Schema eingeordnet werden. Zu dem Ende 
bezeichne man die drei folgenden, je r* Zahlen enthaltenden Coraplexe: 

4-1 -1-1 hl r~l -1 — 1 p(> — I) ~p ■■• -p 

+ 1+1-4-1 1 r — 1 -1 -p g(r- !)• -p 



+ 1+1+1 -1 -\. .y-\ —g — 9 ... p (,_l) 

symbolisch mit: 

A B pB, 

dann wird das System der auf den rechten Seiten der Gleichungen (Ö™) stehenden 
mV Coefficienten durch das Schema: 
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oB 
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B A 
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A 



repräsentirt, wenn man sich die in den fixirteu Horizontalreihen noch offenen Plätzt- 
sämmtlich mit der Null besetzt denkt. 

5. 

Durch die Untersuchungen des vorigen Artikels sind unbegrenzt viele ortho- 
gonale Substitutionen gewonnen worden; eine derselben wird durch das Gleichungen- 
system {07i) geliefert, die übrigen erhält man, wenn man in (O rm ) der Zahl m der 
Reibe nach die Werthe 2, 3, 4, . . . zulegt und dann zu jedem solchen Werthe von m 
das eine Mal g = -f- 1, da» andere Mal p — — 1 setzt; die Substitutionen der ersten 
Art mögen von jetzt an mit (0 r „), m =• '2, Ii, 4, . . ., die der zweiten Art mit (O™) , 
»I = 2, 3, 4, . . . bezeichnet werden. Alle diese Substitutioneu lassen sich nun, wie 
zum Schlüsse gezeigt werden soll, aus passend gewählten Substitutioneu von der Form 
(^m), (0%) unter Hinzunahme identischer Substitutionen zusammensetzen. 

Erweitert man nämlich die Substitution (0^), nachdem man vorher darin die 

(irüssen: 

*">, .*<»>, y">, ^t )f y,i 

in neuer Bezeichnung durch die Grössen: 

j^-ir-H), y.N->^) f . . >p y»,). a ri-iH-« > . . 

ersetzt hat, durch Uinzunahme der (w — l)r identischen Gleichungen: 
r,/>< - r*», ry» = r*», . . ., ry<"-»" = r*— "> 

zu einer der Zahl mr entsprechenden orthogonalen Substitution (0^,) und setzt die 
beiden Substitutionen {0?„), (tCJ zusammen, indem man die auf den rechteu Seiten 
von (07 m ) vorkommenden Grössen y durch die ans (Ö rm ) dafür sich ergebenden linearen 
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Formen der s ersetzt, so entsteht eine neue orthogonale Substitution, welche, da. es 
auf die Bezeichnung der Variablen uicht ankommt, mit (0^ m ) identisch ist. Damit ist 
zunächst bewiesen, dass man für jedes m von der Substitution (OTi») zu der Sub- 
stitution (07«) gelangen kann, indem mau die erstere unter Hinzunahme identischer 
Substitutionen mit einer Substitution (G M ) zusammensetzt. 

Erweitert man ferner die Substitution (0?,„) durch Hinzunahme der r iden- 
tischen Gleichungen: 

zu einer der Zahl (»i -f- l)r entsprechenden orthogonalen Substitution (Ö' r , r , + i) und 
gleichzeitig die Substitution {O?^), nachdem man darin zuvor die Grössen: 

*»> *<*'>; ?/", '/'K .»/"> 

in neuer Bezeichnung durch die Grösseu: 

y-' "»••:•, t/*-"+»), j^H*», .... «"»+'*> 

ersetzt hat. durch Hinzunahme der f»i — l)r identischen Gleichungen: 
rj/>» = r^>, ryi« - r**>, .... ry>^ - r.-^'» 

gleichfalls zu einer der Zahl (m -f- l)r entsprechenden orthogonalen Substitution (0' rm+l ) 
und setzt dann die beiden Substitutionen" (0 rm+ i), (Oi-'s+i) zusammen, so entsteht eine 
neue orthogonale Substitution, welche mit der Substitution (0j" w+1 ) identisch ist. 
Damit ist bewiesen, das» man von der einem beliebigen Werthe von »i entsprechenden 
Substitution (G*) zu der dem Werthe m + 1 entsprechenden Substitution (Of^+i) 
aufsteigen kann, indem man die erstere in passender Weise mit einer Substitution (0%) 
zusammensetzt. 

Aus d.-m Vorstehenden ergibt sich nun ohne Mühe das Endresultat, dass jede 
Substitution (ü^„) , tu — 3, 4, . . . durch Zusammensetzung von wi — 1 passend ge- 
wählten Substitutionen (0%), jede Substitution (o~ }, m = 2, :t, 4, . . . durch Zusammen- 
setzung von wi - 1 passend gewählten Substitutionen (0%) und einer einzigen Sub- 
stitution (Gm), jedesmal unter Hinzunahme identischer Substitutionen erhalten werden 
kann; ein Resultat, das auch durch die Betrachtung .der den genannten Substitutionen 
entsprechenden identischen Gleichungen (J rM ) hätte erhalten werden können. 
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Siebenter Abschnitt. 



Aufstellnng der Thetaformeln, welche den im vorigen Abschnitte gewonnenen 
orthogonalen Snbstitntionen entsprechen. 



1. 

Anknüpfend an die Untersuchungen des vorigen Abschnitt« kann man das 
folgende Resultat aussprechen. 

Sind c^" 1 , p, ff — 1, 2, . . . , n, die n* Coefficienten eines orthogoimlen Glei- 
chungensystems, so geht die Form: 

A="F "'Fa ul< W + ^ + . . . + tftf) 

durch die Substitution: 



über in die Form: 



M — «, 2, ■■ P, 



/.-I 

Unter der Voraussetzung, dass die Grössen o^,.- den für Parameter von Theta- 
fuuctioncn bestehenden Bedingungen nenügen, soll jetzt diejenige Thctaformel, welche 
der Überführung der Form A in die Form Ii durch die Substitution <S) entspricht, 
aus der in Art. 1 des dritten Abschnitts aufgestellten Fundamentalfortnel (0) abgeleitet 
werden. 

Zu dem Ende hat man die in der Formel (0) vorkommenden Grössen , 
a 1 "'. , 6"'., .... ä'"'. (», u'=> 1, 2 i0 in die Coefficienten der soeben aufgestellt en 

flu ' fdfi 1 ' flu \~> * r > 1 f / O 

Formen A, B und zugleich die der Formel (0) zu Grunde liegende allgemeine Sub- 
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stitution ($) in die hier vorliegende specielle Substitution (S) Ubergehen zu lassen. 
Man erhält dann die gewünschte Thetaformel") in der Gestalt: 



r.j>r 



0,1,^ i; - 









r ->n 

a 




r 


(ff' -'II ...» 


r 


J 






f»' — 
_ r _ 



Die in dieser Formel vorkommenden Thetafuuctionen besitzen alle die nämlichen 
Parameter a„„-, und es sind dieselben daher nicht mehr in die Bezeichnung auf- 
genommen; die Grössen n, v sind mit einander verknüpft durch die beiden Gleichungen- 
systeme: 

rvf - c<"> *»' + c<»y?> + ... + c<"' «}* , r»;» =- «<»> r«> + c<»> + ... + c<"> r',"' . 



rp l» „ «<»!„»> 4- t <»*y,*' + . . . + e <^ u -.) 1 



«.<;> - e"" «;•> + <«" .<?' + ... + , r - + + ■ • ■ + v<; , 

U — ». « />: 

es ist weiter die auf der rechten Seite angedeutete Summation in der Weise aus- 
zuführen, das» man nach jedem der 2np in den linearen Formen: 

«»> = i»*> + c'«» .«> + • - • + c r "»j«:;' . = e <»» * ,» + <• s<) + • • + . 

5 ';- = «<•> + e " ■ .«» + . . . + t <""<c> , j?;> = c"-> rf," + c ,s "> > + • • • + C • 

p = 1 , 2 , , y; , 

vorkommenden o, ß von 0 bis r — 1 suramirt; es bezeichnet endlich s die Anzahl der 
Kormallosungen des Congruenzensystems: 

c w z l) + c m x (t ' + ■ • • + t" u ^ - 0 (mod. rl, 

r ,,5 >*<" + W + • • • + ^'V" 0 ^mod. r), 

r j -(- r a + ■ • • -f- c jt 0 (inou. r). 

Aus der gewonnenen Formel (0) erhält man durch passende Änderung der in 
ihr vorkommenden Variableu u, v die allgemeinere: 

•) Prym, Ableitung einer allgemeinen Thetaformel. Forme! (♦») (Acta matbemstica, Hd. 3, 

pag SS4). 



Digitized by Google 



- 41 - 

Ausser diesen regulären Systemen ergeben sich merkwürdiger Weise noch zwei isolirt 
stellende Systeme, von denen das eine zum Werthe n = 7, das andere zum Werthe 
h = 8 gehört, und die durch die Schemata: 



+ + 


-r + 


« 0 


0 


+ - 


II 0 


+ + 


II 


+ o 


0 


— <l 


+ 


+ « 


0 — 


u - 






— Ü 


« + 


- 


o + 


0 — 


+ u 


+ 


b o 


-f - 


: + 





+ 


+ 


+ 


+ 


0 






0 


+ 




u 


0 


+ 


+ 


'■ 


tl 


4 


0 




(» 




Ol 


1 




+ 


0 


<i 




_ 

0 










4- 




(i 


-f 


l> 


<l 




0 


+ 


0 




(1 


+1 


(1 




0 


u 


+ 




0 


0 


1 


+ 


« 




0 


0 


+ 









repräsentirt werden. Betrachtet man zwei orthogonale Systeme, von denen das eine 
au* dem anderen dadurch hervorgeht, dass man seine Horizontalreihen oder seine 
Verticalreiheu in irgend einer Weise umstellt, oder dadurch, dass man die sämmt- 
lichen Elemente irgend welcher seiner Horizontalreihen oder irgend welcher seiner 
Verticalreiheu mit 1 multiplicirt, als nicht verschieden und schliesst zerfallende*] 
Systeme aus, so sind mit den vorstehenden alle möglichen verschiedenen zur Zahl r = 2 
gehörigen orthogonalen Systeme erschöpft. 



<(>,») 



3. 

Dem durch das obige zur Zahl »i — 2m gehörige Schema repräsentirten Systeme 
der Grössen c entspricht das orthogonale Gleichungensystem: 

ä.r--!= y J — y'-r-^-f-?/' 51 , 



,/ä -3 _ y (* ■»— :>_j_ y»»-l >-j- y t m> 



;>^»«»— 31 „ 

2 x 1 — 

Um die wahre Natur dieses Gleichuugeusystems und damit zugleich die Möglichkeit 
seiner Verallgemeinerung für beliebiges r zu erkennen, setze man: 



_ ,J *—*>+,/ I— »■ + yl»»-l) + yt,.,_ 



•) Virgl. |>ag. J». Z. 8 v. u. 

K«»»IR ulH Pil«, ThcUfunctiuneii 
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Formel (©") des Art 3 des fünften Abschnitts. Führt man darin an Stelle der will- 
kürlichen Variablen u neue Variablen tr, t ein, indem man für p = 1, 2, . . . , p: 

«*" = «■„ + 1;> , u? = u V + ^ , ■ ■ • , «i: J = + £' 

setzt, wobei «v eine willkürlich veränderliche Grösse, $\ <" f) aher Veränder- 

liche bezeichnen, welche der Bedingung: 

' + + . ..+ £>-<> 

so nimmt dieselbe die Gestalt: 



1 X C 



=2 



x c 



4,lr 



X C 



an, wobei die rechts angedeutet« Summation so auszuführen ist, dass [^-J die Reihe 
der r** zur Zahl r gehörigen Norroalcbarakteristiken durchläuft. 

Ist r eine ungerade Zahl, r = 2r — 1, so kann man die Formel (©7l) in die 



Gestalt: 



»[J +*">]{tc +<<«>> 



X c 



Jlli yi- . 



X« 



r-l . 



X c 



X <? 



-i V.« 



'-i .7- 

— "< - ' V •'■<~\;'-J 

X e ; 



ist dagegen r eine gerade Zahl, r « 2r, in die Gestalt: 



Digitized by Google 



- 51 - 



< isi 



».,1«, 



X « 



»-1 



Xe " 

bringen, und es int im ersten Falle die Summation in der Weise auszuführen, dass T-l 
die Reihe der r 1 ? zur Zahl r gehörigen Normalcharakteristiken, im zweiten Falle so, 
dass [-Vj die Keihe der r'»> zur Zahl r gehörigen Normalcharakteristiken durchläuft 
In einer jeden der drei vorstehenden Formeln sind unter ij u , i)' u (ft =- 1, 2, . . . , p) 
irgend welche ganze Zahlen, unter x^, X V) {""J'* irgend welche reelle Grössen 

zu verstehen, während die Grössen x„ , x u (u = 1, 2, . . ., p) durch die Gleichungen: 
x = x<» 4- x<» H 1- x ( ", x = x'<" + x<*> H {- x» 

II Ii Ii ' H ' 14 ,a 1 .14 1 * i« 

dehnirt sind. Bei den Charakteristiken der Thetafunctionen ist, wie von jetzt an 
durchweg, die in Art. 4 des ersten Abschnitts besprochene kürzere Schreibweise an- 
gewandt. 

3. 

Lässt man weiter das der Substitution (.5) des Art. 1 zu Gruude liegende all- 
gemeine orthogonale System (0) in das in Art 4 des sechsten Abschnitts aufgestellte 
System (0, ra ) übergehen, so geht aus der Formel (0) die diesem Systeme entsprechende 
Thetaformel (® rm ) hervor. Man erhält dieselbe dadurch bei passender Wahl der Be- 
zeichnung in der GeBtalt: 

+ < (l,; j) + f">! • • • »{UP* + <<"»J 



(€U) 



-2 



r,o)_,is)-i r »('"»— o» (, n 

»[ r -J iK.<'»+ ^ W> H»[ r j +(<*»)■■■ »[ — j4 f -J(«*"'+^" ) ) 



X C 
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wobei zur Abkürzung: 



gesetzt ist In dieser Formel bezeichnen die fr unabhängige Veränderliche, die t da- 
gegen Veränderliche, welche den Bedingungen: ' 

genügen, und es ist die auf der rechten Seite angedeutete Sumuiation in der Weise 

r* i, n rv mr i 

auszuführen, dast jede der m Charakteristiken — , • • - unabhängig von den 

übrigen die Reihe der r** zur Zahl r gehörigen Nornoalchaiakteristiken durchläuft. 

Aus der gewonnenen Formel (<?,„,) erhält man weiter dnrch passende Ände- 
rung der in ihr vorkommenden Variablen w, t die allgemeinere: 



(*„) 



X C 



fl — -p 



X c 



»2 



X e 



X c 



xe 



bei der ,<•>, ,W •;■-;) irgend 2wp ganze Zahlen, *<">, . ., «<»>, *<">, . . 

*l vr) C' = i!>. 2mr f De » eD 'g e ree ' le Grössen bezeichnen, wahrend die Grössen 
x£>, ™) durch die Gleichungen: 

- + *<"" + ■ • ■ + *;r> , *r - + + • • ■ + »i 

definirt sind. 
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4. 

In Art. 5 des sechsten Abschnitts ist gezeigt worden, das» man alle Sub- 
stitutionen (Orm) aus passend gewählten Substitutionen von der Gestalt (0^), (0*) 
unter Hinzunahme identischer Substitutionen zusammensetzen kann. Verbindet man 
dieses Resultat mit dem in Art. 3 des dritten Abschnitts gewonnenen, so erscheinen 
die den Systemen (<Xi) , (0%) entsprechenden Formeln (0,7), (&rt) als die Grund- 
lagen für das ganze System der Thetaformeln (« rn ), in dem Sinne, daas aus Formeln 
dieser Art durch rationale Verbindung die «ämmtlichen Formeln (©lt.), {&7m), »« — 2,3,4,... 
erhalten werdeu können. 

Die Formel (ö r 7) ist schon in Art. 2 aufgestellt worden; die Formel (»4") 
soll jetzt in der einfachsten Gestalt aufgestellt werden. Zu dem Ende setze man in 
der Formel (ö r „) rw = 2, p = -j- 1; man erhält dann, wenn man noch die Bezeich- 
nung in passender Weise einrichtet und einige leicht ersichtliche Vereinfachungen 
ot, die gewünschte Forme) in der Gestalt: 

#[J. -f x< l, >](«eO) + *")J »[* + xwjljy« + «*')J 
*[J + x <,,) ]l« < " + < (lt) J *[y + * m ]lw«> + <<»)) 



Xe Xe 
4r[i±^ - xw](«-"» - /<»'J # ['4 " - - 



X e 



Xc 



x e 



Dabei bezeichnen die 2p Buchstaben m> unabhängige Veränderliche, die / dagegen Ver- 
änderliche, welche den Bedingungen: 

genügen; ^ , ^ = 1, 2, . . . , p) bezeichnen irgend 2p ganze Zahlen, , . . . , 

«J,">, «2 M) . «r*» ••• *™ C -•'.'» ,) ^ beliebige reeUe Grössen, aus denen sich 
die x, x zusammensetzen gemäss den Gleichungen: 
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*,. -= *«>' + +■■■ + X<f> + *™ + *;■»< + • • • -r , 

i'„ = x},">+ x,;" 1 \ f- x^"-f- x<»> + x<">-{ + xW; 

die Sumuiation endlich ist in der Weise auszuführen, das« die Charakteristik j^j die 
Reihe der r ! '' zur Zahl r gehörigen Normalcharakteristiken durchläuft 

Mit Rücksicht auf die hier aufgestellte Formel (g£) kann man endlich noch 
bemerken, dass sie nicht wesentlich verschieden ist von jener Formel, welche aus der 
in ArL 2 aufgestellten Formel (©,7) hervorgeht, wenn man darin r durch r oder, was 

dasselbe, r in neuer Bezeichnung durch 2r ersetzt. 
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Achter Abschnitt, 
Einige Anwendungen der im vorigen Abschnitte aufgestellten Tbetafonneln. 



1. 

Um die Bedeutung der im vorigen Abschnitte aufgestellten Thetaformeln zu 
zeigeo, sollen jetzt Ton den zahlreichen Anwendungen, welche sie gestatten, einige be- 
sonders wichtige mitgetheilt werden. 

Man verstehe unter , (i = 1, 2, . . . , p, unabhängige Veränderliche, unter 
c„, f»= 1, 2, ...,p, willkürlich wählbare Constanten, unter aW, 7 aber 

Constanten, welche den p Bedingungen: 

a^i -\- a^' + • • -f- a 1 ™' =* 0 ^ - i. 2, . ,p) 

genfigen, und führe in die Formel (0 r „), nachdem man darin p = -J- 1 gesetzt hat, 
diese Grössen v, c, a an Stelle der Grössen «?, t ein, indem man für .'^J' * - ' 

W<;< _ rf^ rtf- » = - v M - r^~» + 2c„ , 

rt< r u = _ Vfi + ,-{r - 1 » - (r - 2)c„ , r»™ - (r - 1) t, - r^-> - (r - 2)c, 
setzt, wobei: 

s"> = «< u > + «<» -f 

ist. Aus der Formel (0 rn ») geht dann die Formel: 

c +«">||d— c + »«|. . . IK-»| c +<r»J 
f> ^o> + „ii)J » f ra jii + fl (»)| ... » 4- a (-.| 

» | V + „<") fr ([ V + «<»)... » i V +<!<-») 



(K) 



=2 



» [' ,-\ «"•"'» » L-7 J -J* r »"'»"- * L , Jn"'- 1 » 

*' 'if 17 .<•»_, <»h ,'<«)*/,(t)_,HA .'(SI+ . . + -.11)) ,11)1 
r i<=l |_V * .« / « V ^ * / f V h f I M J 



X « 
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hervor, vermittelst welcher jedes Tbetaproduct von der Form: 

H*> 4- «"'i Hv + n<*>J . . . #c« + « (m >]| , 

bei dem die Constanten a den p Bedingungen: 

«;." + «J? J H l-aj-t — 0 r—M.. ..,0 

genügen, durch die r*' zur Zahl r gehörigen Normalfunctionen ausgedruckt 



In der gewonnenen Formel (F) sollen weiter für die Constanten c, a m M Theile 
der I'eriodicitatsmodulen eingeführt werden. Zu dem Ende verstehe man unter x„ , % u , 
«w, (J, =^ i' *' j, ganze Zahlen, welche den 2p Bedingungen: 

1 + «™ + • • . + — o , «;<■> + «<« + — f- — o c, , 

genügen, und setze für -l^-' : 



,'(■) 



a (»i 



Unter Anwendung der Hfllfsformel (A) pag. 7 geht dann, wenn man noch zur Ab- 
kürzung für 

«? +<" + •-• + < j = <■>, <" + + - • - + <' = <c 

setzt, aus der Formel (F) die Formel: 

-ra««» •••-[■ + .-]to, 
» [■■r--^-:>» * [ - +Vh- • 

•r J [i ••"-<«) + ( *>-•?>) - + ( - .»') >?>] 



(F') 



x e 



X c 



hervor, vermittelst welcher das Product: 
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»r:]w»[-r]w-»K']M 

von zur Zahl m gehörigen Thetafunctionen durch die zu einer beliebig gewählten 
Zahl r gehörigen Thetafunctioneu ausgedrückt werden kann. 
Setzt man für p •= 1, 2, . . ., 

a«) = «w - ... - n « , „<» = B w = , «'<»-.) _ ^ f 

«<-> = (1 - m ) «„ , aj»> - (1 - m)a^ , 

■hu geht das genannte Thetaproduct, von einer Exponential grosse abgesehen, in 

flber - 

2. 

Es soll endlich gezeigt werden, dass die zu irgend einer Zahl r gehörigen 
Thetaquotienten Additioustheoretne von der Beschaffenheit besitzen, dass die dem 
Argumentensysteme (»c -f- 1) entsprechenden Werthe dieser Quotienten sich rational 
durch die den Argunientensystemen («?) und (t) entsprechenden Werthe ausdrücken 
lassen, und dass dabei als Constanten, von r* m Einheitswurzeln abgesehen, nur die 
den Arguraentensystemeu (0) entsprechenden Werthe dieser Quotienten auftreten. 

Um diese Additioiwtheoreme zu erhalten, setze man in der Formel 
pag. 53 für jt = 1, 2, . . ., p: 

i?,. = 0, 1^ = 0, 
ferner ein Mal: 



„•(Iii a iiO 'HD -itt) 

indem man unter den a, a ganze Zahlen versteht, welche den 2p Bedingungen: 

«uo + . . . + «<w + «(in + . . . + = o, 

«; n) + • • • + a,: 1 " + <° + • ■ • + «;r = 0 

genügen, ein ander Mal: 

MW Mir, Mtl) M*r\ 

x :il) = - ... X !10 = *> „<»!> _ üü_ ... x<*r) = !V_ 

r ' ' m r ' >• r ' 1 *» r > 

aiW ä \ui ä (ii) s (»r) 

x'(«»— " • • ■ x'i"> — — *''«> — " • • • X^- ~ H - 
f r ' ' f r ' " r ' ' f r ' 

indem man uuter den ß, gleichfalls ganze Zahlen versteht, welche den 2p Be- 
dingungen : 
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C + ■ ■ + + i*™ + •■- + = °» 
/j;,"» + ■ • ■ + + + • • • + fi;r= 0 

genügen, und setze noch voraus, dass für ft =• 1, 2, . . ., />: 

sei. Dividirt man dann die beiden auf die angegebene Weise aus (©'^) hervorgehen- 
den Formeln durcheinander, so erhält man das gewünschte Additionstheorem der zur 
Zahl r gehörigen Thetaquotienten iu der allgemeinsten Gestalt: 

n»<«n r» (, 'n rvn r n (,r n rvn 

•[-,-- ji«! • - • »Lvji""" »L ,- Ji«) • • ■ »l vJ w *L \ J»" + r » 
• • • •[?>.• ' •[?>> ■ ■ • »[■'"]"•"» ' + 
{•--r']w •[-;"> 
»['";'""] t«> •[";""] v> 
♦[-r>>. [•-*"> 



2 

[;] 



2 

[;] 



»["'"«•['■rl' 11 ) 
»[ L ^" , ]H»['"/-]lOj 



Durch passende Wahl der Zahlen a, /} kann die erhaltene Gleichung auf verschiedene 
Weisen in eine einfachere Form gebracht werden. 
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Zweiter Theil. 



Theorie der Transformation 

der 

Thetafunctionen. 



■ 
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Erster Abschnitt, 
FJnleitong in die Transfornatlonstheorie. 



Gegeben sei eine Function definirt durch eine j>-fach unendliche 

Reihe vermittelst der Gleichung: 

die Parameter o M/i - =■» sollen dabei nur der für die absolute Convergenz der Reihe 
nothwendigen und hinreichenden Bedingung, dass flh* reelle x der reelle Theil von 
£ £a l , l .-x f4 jy eine negative Form ist, unterworfen Hein; die Buchstaben m, , u r 

sollen ferner unabhängige complexe Veränderliche, die Uuchstabeu y lt ..,</,., fc, , . . . , 
beliebige reelle Constanten bezeichnen. Die so definirte Function ^[jjH« genügt 
dann den Gleichungen: 

*[:](«. •■■.«.+*•■:■•• «p). - *[:](«, t •;«.-• i h,.).«"'«'. 
•[:](«. + *.. «, + <u. -*[?]<«. ••■ 

und es sollen die in diesen Formeln auftretenden 2p Systeme gleichzeitiger Ände- 
rungen der Variablen «, | «, | . . . u,,: 

*/. 0 | . . . i 0, «„ „„ I . . . 

<» */ ... 0, «„ . . . -o,„ 



o | o , . . . ai> , ffl|J1 ... «„, 

die Periodensysteme der Function *[J](kJ. genannt werden. Versteht man weiter 
unter x, , x f , ^ , i,, beliebige reelle Grössen, so soll jedcB System von 
p Grössen von der Form: 
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x,«i '+ "i" A c ,« ff Xjäi -f £A„« tf |... x,xt -|- 2,' A„a rp 

ein System gleichzeitiger Änderungen der Variablen i< genannt werden. Mau bilde 
nun mit Hälfe von 4p* rationalen Zahlen a„,, b,,,, c„,, b^r (ß, v = 1, 2, . . p) die 
2p Systeme correBpondirender Änderungen der Variablen t<: 

A lt A^, . . . A p i, B lt | ! . . . . 

• -V» i : • ■ • I 



Aip. Aip ... ^p, #1,1 Jh P • • ^.p, 

wobei für f*, v = 1, 2, . . />: 

#1=;. 

<—> f^' 

ist, und stelle sich die Frage, ob es immer oder nur unter gewissen Voraussetzungen 
über die rationalen Zahlen a, b, c, b möglich ist, die Variablen m, ; h, : . . . j u p mit p 
neue» Variablen v, | v t | . . . ! v p durch eine lineare Substitution mit nicht verschwinden- 
der Determinante derart zu verknüpfen, dass den 2p Systemen A, Ii von Änderungen 
der Variablen « 2p Systeme von Änderungen der Variablen v entsprechen, welche 

als die 2;» Periodensysteme einer Function angesehen, also durch passende 

Wahl ihrer Reihenfolge in die Form: 

xi i 0 . ; 0, b n | | . . . | b pi , 

0 | »» | ... 0, i»„ j h jt . . . i bp t , 



0 | 0 , . . . \ M i, t>i P 'b tv \ ... bpp 

gebracht werde» können, wobei ullgumein b,,- — b.-. ist, und für reelle x der reelle 
Theil von Z Zb, IH XpXp- eine negative Form ist. 

Die /.wischen den m und v aufzustellenden linoaren Gleichungen sind schon 
vollständig bestimmt, sobald man nur den ersten p Systemen des ersten, die Grössen 
A, B enthaltenden Schemas die ersten p des /.weiten, die Grossen xi, b enthaltenden 
Si Heinas als entsprechende zugeordnet hat, und zwar können dieselben nur die Form: 

xi «, = A^v, + A ls i\ -f- • ■ H- Aipip, 
xi u t ■= A ti i\ + A it r, ~f- • - f- A t ,v v , 



xi Up = Apti'i + Apii. + ■ • -f Appi-p 

besitzen. Die aus den p" Grösseu A gebildete Determinante J., = 2J -f- A u A n ...Ap P 
muss dabei entsprechend der vorher gestellten Bedingung einen vou Null verschiedenen 
Werth haben. Diese Bedingung soll zunächst als erfüllt vorausgesetzt worden; es 
lassen sich dann auch umgekehrt die t; linear durch die tt ausdrücken in der Form: 
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. f, = A„ u, + A tl « T + • • • + 



«•* ■=-<•*"• + A„u,-\ }-A„ t Up, 



ti rp=A { pU, + Aiptt.j {- Ar,,«,, 

wobei A H , die Adjuneto von A M , iu der Determinante J A bezeichnet. Mit liQlfe die 
Gleichungen ergeben sich jetzt für die den Änderungen B der Variablen u entsprechen- 
den Änderungen b der Variablen v die Ausdrücke: 

v—p - n i v—r 

und es ist jtu untersuchen, ob diese Grössen b den vorher Tür sie aufgehellten Be- 
dingungen genügen. 

Diese Bedingungen verlangen zunächst, das« ftlr jedes f und t von 1 bis p 
b„ =~b,; sei. Man beweist leicht, dass die ■ 1) Gleichungen 6,,= ?»... durch 

die \p(p — 1) Gleichungen: 

4--p 

- i'ip. IL, — A„,Up,) = 0 0...- -i. ».....#.) 

.=i 

ersetzt werden können, und weiter, das« die not h wendige und hinreichende Bedingung 
fflr das Bestehen dieser letzteren die ist, dass zwischen den rationalen Zahlen a^,, 
C„,, b,, r die p(2p — 1) Relationen: 

«=r 

^ (a, v c.„. — a.^c.„) = 0, r <&.„&,„■ — b,.. b.„) = o, 
C<j- \ # (»•>■' — l,* — ,*t 

' 'F(0.,b..,-C,b. w )= »«»M -I», 

._i 0, wenn p 

bestehen, in denen t euie zunächst nicht näher bestimmbare rationale Zahl bezeichnet. 

2. 

Genügen 4/»* Grössen o,.,, 6,,,, c„,, b„, (ft, v •= 1, 2, . . . , p) den Relationen (£,), 
so besitzt das Quadrat der au» ihnen gebildeten Determinante: 

n,, ■ • . flip b„ . . . bi. 




f*i • • • ipp bpt • • - bpp 
stete den Werth <*>•, uud es besteht daher für deu Werth ti der Determinante D selbst 
die Gleichung: 

(/= »f. 
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wobei » eine zweite Eiuheitawurzcl bezeichnet*); es bestehen ferner zwischen den 
Kiementen ct.,,, b„,, c,,,, b„, der Determinante 1) und ihren Adjuncten a„,, b„,, c«,-, fy,,, 
die Beziehungen: 

ä„» — «f^'b,,,, b,,, — tat~ 

c„ ► = — oj/^'b^,, b„, — wr^'o^,. 



Führt man diese Ausdrücke in die bekannten Gleichungen, welche zwischen 
den Elementen einer Determinante und ihren Adjuncten bestehen, an Stelle der letzteren 
ein, so erhält man die Relationen: 



E (a«.b„. — o„»b„,) = 0, £ (c^.b,.', — c„.b u .) = 0, 
t— i «=i 

2, (o^.b,... - b„.c„,) = 0 ^ wcnn £ ^ ^ - 



(I.) 



Diese Relationen (X,) sind eine Folge der Relationen (X,), da zu ihrer Ableitung 
die Existenz dieser letzteren Torausgesetzt wurde. Man kann aber auch rückwärts von 
den Relationen (X,) aus wieder zu den Relationen (X,) gelangen, und es ist daher 
einerlei, ob man den 4p" Grössen a, b, c, b von Anfang an die Bedingungen (X,) oder 
die Bedingungen (X,) auferlegt. 



3. 

Erfüllen die 4p*. rationalen Zahlen a, b, c, b die Gleichungen (X,) oder die 
damit äquivalenten Gleichuugen (X,), was von jetzt an immer vorausgesetzt werden 
Holl, so hat nicht nur die Determinante <dj der Grossen A stets einen von Null ver- 
schiedenen Werth, sondern es ist auch, wenn nur die vorher mit t bezeichnete Grösse, 
was daher von jetzt an auch noch vorausgesetzt werden soll, positiv ist, bei reellen x 



der reelle Theil von £ £b ht ,x h x,.- immer eine negative Form**). 



Mit Hülfe des ersten Resultates lässt sich nun aber auch zeigen, dass die im 
vorigen Artikel eingeführte, mit <a bezeichnete zweite Einheitswurzel stets den Werth 
-f- 1 besitzt. Zu dem Ende bilde man das l'roduct der beiden Determinanten: 



xi . 


. o 


— b M • - 


■ -b„ 




o„ . 


. ü lf . 


K ■ 


• • bi,, 


(t . 




- K ■ 










b„, . 


• • 


«j. • 


■ 


0„ . . 


0,, 




c,, 


• r,, 


K - 




0,,.. 




U,,, . . 


a,.,, 




C,.i . 


• W 


b ; i . 





*) K» wird im nächsten Artikel bcwicucu werden, du*» itn vorliegenden Falle a> nur den 
Werth -f- 1 besitxvn kunn. 

**) Zu in Bewein« dk»«r beiden S&twi vcrgl. Wtb«?r, Über die unendlich vielen Formen der 
»-Function. (Journal für r. u. a. Mathematik, Bd. 74, &?.) 
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von denen die erste, wie man leicht siebt, den Werth d A besitzt, die zweite aber den 
Werth or" hat, und zwar in der Weise, dass man die Verticalreihen der ersten mit 
den Horizontalreihen dar zweiten componirt. Die dann entstehende neue Determinante 
besitzt, wie unmittelbar ersichtlich, den Werth J A . t p , und es kann daher die Gröase a, 
da J A von Null verschieden ist, nur den Werth + 1 haben. 

4. 

Mau nehme nun an, dass gegeben seien eine Function fr^J^wJ« und 
rationale Zahlen a„ r , b„,, c„,, b„, (/», v =- 1, 2, . . ., p), welche die Bedingungen ($,) 
oder die damit äquivalenten (%,) erfüllen. Man setze dann: 

— I,*.. ..,;-) 

bezeichne die Determinante der p* Grössen A mit J A , die Adjuncte von A t „ in dieser 
Determinante mit Au, und definire p neue Variablen v und ±p(p + 1) neue Para- 
meter 6 implicitc durch die Gleichungen: 

(3) m„ = i A„ r v,, (4) i?„ t , = - £ A„rb t „, (..,(.= !,»,..., ^ 

oder auch explicite durch die damit äquivalenten: 

i.5) t-, — 7 £ j4„,u, (6) b, t = ^ £ A„,B M „. (r, P -i.» ,o 

Unter Beachtung des vorher erhaltenen Resultates, dass die Grössen b als Parameter 
einer absolut convergenten Thetareihe betrachtet werden können, läset sich dann als 
Transformationsproblem für die Function *[jj^«3u die Aufgabe bezeichnen, die Function 
durch Functionen *► [j[.J £»1» auszudrucken, und es gehört auch in das Bereich 
der folgenden Untersuchungen, die Frage zu beantworten, ob das so gestellte Problem 
für jedes System von rationalen Zahlen a, b, c, b, welches den obigen Bedingungen 
genügt, lösbar ist. 

Das gestellte Problem ist vollständig bestimmt, sobald die ip* rationalen 
Zahlen o, b, c, b gegeben sind. Man denke sich dieselben zur Charakterisirung der 
Transformation in ein quadratisches Schema von der Form: 







K 


...6„ 

• « 


a„ 




b H 


• • • Kr 


<n ■ 




bu 


■ ■ ■ bi f 


C P i ■ 






. ■ . b„ 



- fifi ~ 



gebracht Dieses System von 4p* Zahlen soll dann die Charakteristik der Trans- 
formation, die vier Räume, in denen die Grössen 0, b, C, b beziehlich stehen, der erste, 
zweite, dritte, vierte Quadrant der Charakteristik genannt werden. Wenn kein Miss- 
Verständnis* zu befürchten ist, soll die Charakteristik zur Abkürzung mit: 

o^t K* I 



b„, | 

bezeichnet werden. Die in einem Quadranten vorkommenden Zahlen sollen die Elemente 
des Quadranten genannt werden. Besitzen alle ausserhalb der Hauptdiagonale eines 
Quadranten stehenden Elemente den Werth Noll, die in der Hauptdia^onale stehenden 
Elemente aber den nämlichen Werth tr, so soll dies dadurch angedeutet werden, 
dass man: 

«• . . . 0 



0 . . . tc 

in den betreffenden Quadranten setzt; dabei ist der Fall w — 0 nicht ausgeschlossen, 
in diesem Falle boII jedoch auch die kürzere Bezeichnungsweise, dass man in die Mitte 
des Quadranten eine Null setzt, erlaubt sein. Endlich soll es noch gestattet sein, die 
zu der Charakteristik T gehörige Transformation kurz als die Transformation T zu 
bezeichnen, und es ist dabei immer vorausgesetzt, dass die Zahlen o, 6, c, b die Be- 
dingungen (Z,), (X,) erfüllen; die Zahl / soll die Ordnungszahl der Transformation 
genannt werden. 



Ist das im vorigen Artikel gestellte Transformationsproblem für irgend zwei 
specielle Charakteristiken: 

a'pr b„ , 



r- 









K* 



r = 



c' b' 



gelöst, so kann man aus diesen Lösungen immer die Lösung desselben Problems für 
die Charakteristik: 

T" = 





Kr 


k. 





ableiten, deren Elemente sich aus den Elementen von T und T zusammensetzen mit 
Hülfe der Gleichungen: 



<w= 2(flv.*'r V + t 9 *K t ), K' — £(b t 'Kv + K*Kt)> 



0.,» = i.i. ,p) 



(•;;, — .£<V C *? + l t>K<t)> K* ~ £ (K- ( »t + K'K V 
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Unter den gemachten Voraussetzungen kann man Damlich einmal die Function *[J](m)« 
durch Functionen <r[j]{rj^ auadrücken, wenn man den Zusammenhang der Grössen u 
und a mit den Grössen v und 6 in der vorher angegebenen Weise durch die Gleichungen: 

#— p *=p 
<1) A t ,,= a f pxt 1+ £ b,,^,, (2) c,„»i -f £ K*o^, »- 1.«. • • . r) 

*— I ral 

(3) Up — -_r £ A^.v., (4) — . £ A,,tb, t , i>,e-t.i n 

r=\ *' r— 1 

(5; v, = ^-*£ A*.*,,, ((>) ^ = **£ A„Ji„ v <►.»-!.«. • 

definirt. Man kann weiter aber auch eine jede der bei der ersten Transformation auf- 
getretenen Functionen d [jT] ff)» vermittelst der zweiten Transformation durch Functionen 
*[£](»), ausdrücken, wenn man den Zusammenhang der Grössen v und 6 mit den 
Grössen w und c durch die Gleichungen: 

(O ^-v.i+TbJA.. (2') Z^ f - V*i-f-Tb e ,o„, <r. f -i.i ,> 

*— 1 xat 

(3') v,=- k . £ A', v tc v , (4') #; o = ^ yi;,,c eo , «►.« -Lt. ■ 



(■=' 



(o) «„= 1' £ ^.v r , (C) Co—*' £^; b; 0 (f.rt-i.» — 



definirt, wobei J A - die Determinante £ + j4iiilij . . . 4i>#> der p* Grössen j4', .4i ? die 
Adjuncte von A, f in dieser Determinante bezeichnet In Folge dessen lässt sich daher 
auch die ursprüngliche Function {u}„ durch Functionen <r['.J(i<?) e ausdrücken, 
und man zeigt leicht, dass die auf diese Weise entstehende Darstellung der Trans- 
formation T" entspricht. 

Die Charakteristik T" soll die aus den Charakteristiken T und 7" zusammen- 
gesetzte Charakteristik geuannt werden, und es soll die Beziehung zwischen den drei 
Charakteristiken T, T und T" symbolisch durch: 

fixirt werden. Dass man ebenso aus mehreren Charakteristiken T i , T tt T„ 
nachdem man dieselben in eine bestimmte Reihenfolge gebracht hat, durch Zusammen- 
setzung eine neue Charakteristik T l T t . . . T n erzeugen kann, leuchtet unmittelbar 
ein, und das vorher erhaltene Resultat lässt sich entsprechend dahin verallgemeinern, 
dass man aus den Lösungen der den Charakteristiken T, , T t , . . . , T. entsprechen- 
den Transformationsprobleme immer durch passende Combinatiou die Lösung des 
der zusammengesetzten Charakteristik T t T t . . . T. entsprechenden Transformations- 
problems erhalten kann; es soll daher auch die auf diese Weise entstandene, der zu- 
sammengesetzten Charakteristik T x T t ...T H entsprechende Transformation aus den 
Transformationen 7*,, 'J\, . . . , T„ zusammengesetzt genannt werden. Die Ordnungs- 
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zahl der zusammengesetzten Transformation ist gleich dem Producte der Ordnungs- 
zahlen der einzelnen Transformationen. Bei dieser Zusammensetzung der Transforma- 
tionen gilt, wie aus der Natur der Operationen klar ist, das Associationsgesetz. 

6. 

Unter allen möglichen Transformationen gibt es eine, welohe dadurch aus- 
gezeichnet ist, dass bei ihrer Anwendung: 

t\— — a, v |r. t . = l.». ...» 

wird; dieselbe soll die identische Transformation genannt und mit J bezeichnet werden; 
sie entsteht, wenn man a,, -» ■ • ■= a yi . = b u •= ■ = b,,, — 1, alle übrigen Grössen 
a, b sowie sammtliche Grössen b, c aber der Null gleich setzt; es ist daher: 

1 ... 0 0 ... 0 



J - 



1 0 . . . 0 

0 1 . . . 0 



0 ... 0 0 



1 



die zugehörige Ordnungszahl hat den Werth 1. Setzt man die Transformation J auf 
eine der beiden möglichen Weisen mit einer beliebigen Transformation T zusammen, 
so entsteht, von der Bezeichnung der Variablen und Parameter abgesehen, stets die 
Transformation T wieder, d. h. es ist JT= T, TJ = T. 
Zu einer gegebenen Transformation: 



gibt es immer eine andere: 



T - 



r- - 



: I. 

r 



1 1< 

I 



welche die Ordnungszahl t 1 besitzt» und welche durch die Gleichung: 

TT' 1 = J 

vollständig bestimmt ist. Diese Transformation T~ 1 soll die zur Transformation T 
inverse Transformation genannt werden. Dass auch umgekehrt T~ T = J, also auch 
T die zu T~ l inverse Transformation ist, leuchtet ein. Führt die Transformation T, 
auf eine Function d^JflwjL angewandt, auf Functionen O {v\ , so führt die inverse 
Transformation T~', auf eine Function angewandt, umgekehrt zu Func- 

tionen zurück. Sobald also das Problem, die Function »[jjtftifti durch 
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Functionen auszudrücken, für jede Transformation gelöst ist, erscheint auch 

das umgekehrte Problem, die Function durch Functionen fr[j.]in)L aus- 

zudrücken, da es nach dem soeben Gesagten nichts anderes ist als wieder ein Trans- 
formationsproblem, von selbst gelöst. 

Eine beliebige Transformation T kann man immer aus n Transformationen, 
von denen n — 1, etwa T 1t . . ., TV— 1, 2V+i, • T n willkürlich angenommen werden 
können, während die » u durch diese und die Transformation T eindeutig bestimmt ist, 

2'= T t . . . 2',—i 2, TV-i-i . . . T n . 
Setzt man nämlich, indem man die zu den gegebenen Transformationen T, , . . . , , 

T. +l , T m inversen Transformationen mit T~\, T7+, , . ., T."' 

bezeichnet: 

Jrn—l f— 'tt — I T~ ' 

t =» J r-l . ■ ■ 1\ I l n ■ • • •»»+! 

und führt das so bestimmte T, in die obige Gleichung ein, so wird dieselbe richtig. 
Umgekehrt folgt aus der obigen Gleichung, sobald man sie als bestehend voraussetzt, 
für T, immer der aufgestellte Ausdruck. 

Dieses Princip der Zusammensetzung einer gegebenen Transformation T aus 
mehreren, ist für die im Folgenden zu entwickelnde Transformationstheorie als ein funda- 
mentales anzusehen. Durch passeude Auwendung desselben kann man nämlich die 
Lösung des allgemeinen Transformationsproblems reducireu auf die Lösung einer ge- 
ringen Anzahl einfacherer Transformationsprobleme, welche mittelst direkter Methoden 
behandelt werden können. 

Die Ordnungszahl t der Transformation T ist in Folge der Über die Grössen 
0, 0, c, b gemachten Voraussetzungen eine positive rationale Zahl, und zwar für den 
allgemeinen Fall willkürlich annehmbar. Hat diese Zahl den speciellen Werth 1, so 
soll die zugehörige Transformation eine lineare genannt werden. Die linearen Trans- 
formationen sollen zunächst behandelt werden, und zwar sollen in den nächsten 
Abschnitten jene einfachsten linearen Transformationen betrachtet werden, aus denen 
sich, wie «püter gezeigt werden wird, die allgemeine zusammensetzen lässt. Diese 
einfachsten linearen Transformationen, die im Folgenden „elementare" genannt werden, 
ergeben sich durch direkte Umformung der Thetareihe und sollen vorerst ausschliess- 
lich von diesem Gesichtspunkte aus betrachtet werden. 
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Zweiter Abschnitt. 
I>ie erst« elementare lineare Transformation. 



1. 

Eine erste Umformung der Function &[J]{k]I<i wird dadurch erhalten, dasa 
man in der die Function darstellenden Reihe an Stelle der Summationabuchataben 
m lt Mf, . . ., vip p neue Summationsbuchataben n, , w,, . . . , n p einfahrt mit Hülfe 
einer linearen Substitution von nicht verschwindender Determinante: 

rm, -rf,,», + d ti n t -\ + <l pl »,„ 

^ rm t = tf n"i + <*it n t + • + d lt n,,, 

rm,, =» (/„.m, + d, p n t H -f- d yp n p , 

bei der r eine positive ganze Zahl, die d ganze Zahlen sind. Hczoichnet man die 
Determinante £ + ^n^st • • ■ dpp der P* Zahlen d mit I) und die Adjuncte von rf u , in 
dieser Determinante mit d',,,, so folgt aus den Gleichungen (S) durch Auflösung: 

l)n { — r{d' u tn l + di',«, -\ — • + d[ p m p ) , 
^ l>»i — r(rf;,m, + H h , 

r (rf H »», + (/,,»», H h<£j>»>j>)- 

Um Weitläufigkeiten in der Darstellung zu vermeiden, soll die Untersuchung 
zunächst für den Fall, wo alle Grössen g und h den Werth Null haben, durchgeführt 
werden. Es geht dann aus der Gleichung: 

p—p f '■ -p «-v 
-i * -L* 2T "„„ •»„ «„ + » 2," m m <> H 



durch Anwendung der Substitution (S) die Gleichung: 



• =p »=■/• • -/' 



hervor, wenn man die Grössen b und t> durch die Gleichungen: 
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l>„ — -j — £ dy^d^-a^ , v, = — £ d* H Up (»,» -i.». ,r) 

' «—] ^.'=1 r ,,=1 

definirt, und es ist dabei die auf der rechten Seite angedeutete Summation nach den n 
in der Weise auszuführen, das« man an Stelle des Systems der p Summationsbuch- 
»tabea n lt . . ., »ip ein jedes der Werthesyateme treten lä&st, welche sich dafür aus 

den Gleichungen (S') ergeben, wenn man eine jede der p Grössen , m , m, 

unabhängig von den übrigen alle ganzzahligen Werthe von — oo bis + 00 durch- 
laufen lässt. Man erkennt aber leicht, dass man diese Summation auch so ausführen 
kann, dass mau die p Grössen n 1( . . ., n p durch die Grössen: 



in denen zur Abkürzung: 

Pi — »"(«Aip, + «A*p» H h <A',Pj>)» 

I, = + <J«p, -f- h f/^o^) , 

^ = K4iP, + <*,sP» + • • ■ + 

gesetzt ist, beziehlich ersetzt, sodann für »,, . . ., n p ein jedes System von p ganzen 
Zahlen, für welches die Zahlen: 

H h <*u»i H H ^»»f , • • , <V»i H K 

ganze Vielfache von r sind, und jedesmal für p, p» • • • f r eine jede der If 
Variationen der Elemente 0, 1, 2, . . ., D — 1 zur » UB Classe mit Wiederholung 
einführt, endlich die dann entstandene Summe durch die Anzahl s' der Normallösnngen 
des Congruenzensy stems: 

r(d'ux 1 + d[tx t -f- 1- d'ipXf ) •== 0 (mod. D), 

^ r(dixx t -f 4«, H f- d'ttZ,) = 0 (mod. D), 

r((l f xx x + d' r% x t -\ 1- d^ p x p )^ 0 (mod. D) 

theilt. Multiplicirt man dann noch linke und rechte Seite der entstandenen Gleichung 
mit 5, so geht aus der Gleichuug [F t ) die neue Gleichung: 

v, » 

hervor, bei der die .Summation in der soeben angegebenen Weise zu geschehen hat. 

Die hierbei nach den n auszuführende Summation kann von der ihr 
den Beschränkung befreit werden, indem man den Ausdruck: 



0,1 r~l Y 



l • 



bei dem zur Abkürzung: 



gesetzt ist, hinter Z als Factor einschiebt. Da nämlich der Ausdruck F immer den 
« 

Werth Null besitzt, wenn an Stelle der » solche ganze Zahlen gesetzt werdeu, für 
welche die p Grossen: 

rf n»i H + <(h"j-> <A««i H (- 4*"/. «'■»"i H h 4Vr 

nicht sämmtlich durch r theilbare ganze Zahlen sind, dagegen den Werth Eins, wenn 
die soeben angeschriebenen p Grössen säm rutlich durch r theilbare ganze Zahlen sind, 
so erleidet durch Einschiebung des Factors F der Werth der Summe keine Änderung, 



aber man kann alsdann das Zeichen £ durch das Zeichen 



ersetzen, das 



andeutet, dass nach jeder der p Grössen n von — oo bis -f- oo zu suinmiren ist. 
Multiplicirt man dann noch linke und rechte Seite der so entstandenen Gleichung mit 
t*, so erhält man aus der Gleichung (F t ) die Gleichung: 

- 2 2 2 """" 
{',.-•-.?, ",. ■•-> », 

Die Gleichung (F,) geht aber unmittelbar in die gewünschte Thetaionnel Ober, 
wenn man die auf ihrer rechten Seite hinter den ersten beiden Summenzeichen 
stehende /) lach unendliche Reihe durch die mit ihr identische Thetafunction ersetzt. 
Man erhält so diese Formel in der Gestalt: 



(1,) 



O.l. 0,1 r-l 

fs'»(ui.~ 2 2 & 



V 

1) 

f. 
r 



und aus ihr durch passende Änderung der in ihr vorkommenden Variablen i«, v die 
allgemeinere: 



0) 



rb 



«■•[:]m.- 2 2 • ''. 

- r J 

in der . . ., g r> h t , - . ., A,. beliebige reelle Constanten bezeichnen, aus denen sich 
die g, h ebenso zusammensetzen wie die p, 6 aus den p, «. 



2. f, <*, 
•=t 



Digitized by Google 



l« = l, », 



- 73 - 

2. 

In der Formel (I) setze man nun, indem man unter k\, k p , ^ 
beliebige reelle Couatanten, unter x, , . . ., Xp f A, , . . ., k f beliebige ganze Zahlen ver- 

steht und mit k, l, x, A die aus diesen Grossen gebildeten Formen: 

= £ d,f.k,, l u = r £ (K„h, 

1=1 m 

x u — £ d, u x,, A„ = r £ d',^X, 

bezeichnet, für p = 1, 2, ...,/> : 

0« = 7 (*',* + *«) > = j) U» + ) • 

multiplicire linke und rechte Seite der entstandenen Formel mit: 

und aummire allgemein nach von 0 bis r — 1, nach A„ von 0 bis D — 1. Man erhält 
dann, wenn man noch mit s die Anzahl der Normallösungen des Congruenzensystems : 

flm-fi u=p «=>> 

{(J) £ di h Xf, = 0 (mod. r) , X d itl x„ ~ 0 (mod. r) , . . . , £ d p „z„ = 0 (mod. r) 



bezeichnet, die Formel: 



(i) i>%^[:]w*="2 IM '^f^ 



k + m 



1+ 1 



Die gewonnenen Formeln (I), (I) stehen, wie aus dem Gauge der letzten 
Untersuchung erhellt, in der Beziehung zu einander, das« jede von ihnen als die Um- 
kehrung der anderen betrachtet werden kann; sie können aber auch als nicht wesent- 
lich verschiedene Formeln angesehen werden, wenn man beachtet, dass ebenso, wie die 
Formel (I) dadurch entstanden ist, dass man in der die Function darstellen- 
den unendlichen Reihe an Stelle der Summationsbnchstaben m neue Summations- 
buchstaben » durch die Substitution (S) einfahrt, die Formel (1) dadurch erhalten 
werden kann, dass man in der die Function darstellenden Reihe an Stelle 

der Stimmationsbuchstaben n die m als neue Summationsbuchstaben einfahrt vermittelst 
der zu (S) iuversen Substitution (S'\ 

3. 

Es soll jetzt nachgewiesen werden, dass die durch die Formel (I) repräsentirte, 
durch Einführung neuer Summationsbuchstaben vermittelst einer beliebigen linearen 
Substitution mit rationalen Coefficicnten bewirkte Umformung der Function 

K*Ain und Fht», Th.uhmeiloom. 10 
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eine Transformation dieser Function im Sinne der im ersten Abschnitte entwickelten 
Transfonnationstheorie ist Zu dem Ende definire man 4p % rationale Zahlen o,, r , b„ M 
fy.» (f»> v = 1» 2, . . ., p) durch die Gleichungen: 



C„, = 0, 



b„. = 0, 



wobei die <?, <T, Z> die in der Formel (I) vorkommenden Grössen bedeuten, beachte, dass 
dadurch eine lineare Transformation bestimmt ist, und führe diese Werthe in die 
Gleichungen (1), . . (G) des Art. 4 des ersten Abschnitts ein. Die Gleichungen (5), (6) 
gehen dann in die hinter der Formel (J*,) des ersten Artikels stehenden, die Grössen 
v, b mit den Grössen «, o verknüpfenden Gleichungen Uber, und man erkennt daraus, 
dasA die Lösung des durch die Charakteristik: 



J) 


0 


0 


y 



bestimmten Transformationsproblems durch die vorher aufgestellte Gleichung: 



v -p 



r 



mm 



-72, i . »,*\ 



geliefert wird, wobei die Grössen v, b mit den Grössen u, a durch die Gleichungen: 
I p=r j "=)> /•'=»► 

verknüpft sind; wobei ferner die g, h beliebige reelle Constanten bezeichnen, aus denen 
sich die y, h mit Hülfe der Gleichungen: 

y, — r Z d, h y u , h, — L d,„h h <».= ». », . . . , 

n=i i 

zusammensetzen; wobei weiter die auf der rechten Seite angedeutete Summation in der 
Weise auszuführen ist, dass von den in den linearen Formen: 



<f, — 2J d, f ,<s M 

;=1 



(• = ».* P> 



vorkommenden Grössen p, ff allgemein nach q m von 0 bis J) — 1, nach von 0 bis 
r — 1 zu summiren ist; wobei endlich 5' die Anzahl der Normallösungen des Con- 
gruenzensystems: 



(C) r £ d'tuXf. -=± 0 Cmod. D) , r Z d iu x„ 0 (mod. D) , . . . , r Z r/;„ x u .. . 0 (inod. />) 
».^l n=.i ^—1 

bezeichnet. 
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Entsprechend wird die Lösimg des durch die Charakteristik: 



TT 1 - 





0 


r 






0 




D 



bestimmten inversen Transformationsproblema durch die vorher aufgestellte Gleichung: 

t—p. 



(I) 



i, ' 

2>*' •[!](*- 2 



0,1, . .r—\ 0,1,...,/)— I 



L Z> J 



gegeben, da diese letztere durch Umkehrung der Kormol (I) entstanden ist. Es sind 
dabei die Grössen v als unabhängige Veränderliche, die Grössen b als willkürlich ge- 
gebene Parameter zu betrachten, während die Grössen u, a als Functionen derselben 
durch die Gleichungen: 



£ (K M v, t cij. h — nl £ £ d'fpd'^-b,* 



1,»,. . ,p) 



bestimmt werden; es bezeichnen ferner die k, l beliebige reelle Constanten, aus denen 
sich die k, l mit Hülfe der Gleichungen: 



i; es ist weiter die Summation in der 
in den linearen Formen: 



den 



*u = £ d tfi x,, 



ku = r £ dt* 4» 



vorkommenden Grössen x, A allgemein nach x, von 0 bis r — 1, nach A, von 0 bis 
D — 1 zu summiren ist; es bezeichnet endlich s die Anzahl der Normallösungen des 



(C) £ d lf ,x„ = 0 (mod. r), £ d ifi x M = 0 (mod. r), . . ., £ = 0 (mod. r). 

/<=! 

Aus den Formeln (I), (I) als Hauptformeln folgen einige specielle Formeln, 
die für das Folgende von Wichtigkeit sind. 

Setzt man in den Formeln (1), (l) r — 1 und beachtet, dass die Anzahl der 
Normallösungen des Cougruenzensystems: 

*£ d[ h x t , = 0 (mod. D), M £ 'di ß x H = 0 (mod. D), . ../zd^x* == 0 (mod. D) 
^=•1 /<=i fi—i 

D*~ l ist, so ergiebt sich, dass die Läsungen der durch die Charakteristiken: 

10« 
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bestimmten Transformationsproblenic durch die Formeln: 

o.« ''-l 



(1.) 



(I.) 



0,1,. ,6-1 



y + v 
J> 

L J 



gegeben werden, bei denen die Grössen u, a mit den Grössen v, b durch die Gleichungen: 

I', = 2. (I t „\l u , 0,-, = ■£ dl ,»<'rV«M» » <►, ►=!.!,... ,J>) 



£ d,„u u> 



o, v = £ £ d vu d^ u a,,u , 



oder durch die damit äquivalenten : 

l . i ' = » > ^ 
«<,■=.. £ d rfl v r , a uu - —* tä ^ E di„d, u -b„' u..r^i,* 

wl -"toi . — 1 

verknüpft sind; bei denen ferner die & A, 2 beliebige reelle Constanten bezeichnen, 
aus denen sich die Grössen </, Ä, &, I mit Hülfe der Gleichungen: 



— r~ — r f 

d,^ , 



k u = £ dypl;, 



' — T 

h, = £ d, u h u , 
/„ = £ d,J, 



(»-!,»,...,>.) 



zusammensetzen; bei denen endlich die auf den rechten Seiten angedeuteten Summa- 
tionen in der Weise auszufuhren sind, dass nach jeder der 2p in den linearen Formen: 



9, — £ diu Qu , 



).,, = £ d, u k. 



vorkommenden Grössen p, k von 0 bis 1) — 1 zu summiren ist. 

Setzt man dagegen in den Formeln (I), (\ ), indem man unter q eine ganze, 
zu r relativ prime Zahl versteht, d n =</„ = ••. = </,,,, = q, alle Übrigen Grössen </ 
aber der Null gleich, so ergibt sich, dass die Lösung der durch die Charakteristiken: 
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bestimmten Tranaformationsprobleme durch die Formeln: 



(I.) 



(Ü) 



>(v + 9) 
9 

9(A + «) 



0,1,. - y-i 8,1, ....r-> 



0,1,. .r—l 0, 1 



Die Grössen «, a sind hier mit den Grössen v, b verknüpft durch die Gleichungen: 

v, = -J- M» , b,s — £ a,v , C, ' - 1. 1 rt 

oder durch die damit äquivalenten : 



«» - - f.. , 



wahrend die jp, A, k, l beliebige reelle Grössen bezeichnen. 

Aus den Formeln (I,), (f t ) ergibt sich endlich, indem 
die Lösungen der durch die Charakteristiken: 
t 



<M.» =-1. *,...,*) 

r = 1 setzt, dass 



... 

o . . . - 



3 . . . 0 



2?- 



9 . . . o 

■ • ■ 

0.-5 



bestimmten Transformationsprobleme durch die Formeln 
(I,) 



1,,...,!, L « J 



gegeben werden, bei denen die Grössen w, a mit den Grössen v, b durch die Glei- 



te — qu, , 

oder durch die damit äquivalenten: 



H u =» — V u 

9 



verknüpft sind, wahrend die g, h, k, l beliebige reelle Grössen bezeichnen. 
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Dritter Abschnitt. 
Die zweite elementare lineare Transformation. 



1. 

Eine zweite Umformung der gegebenen Function: 

wird dadurch erhalten, dass man im allgemeinen Gliede der die Function darstellenden 
Reihe an Stelle der ±p(p-{-l) Parameter a,,^ (a MI ,- — ; p, p — 1, 2, .'. ., }>) 
ij>(j» + !) neue Parameter iv„'(*W = f*» f»'= 2 » • • •> i>) einführt, die sich 
von den Parametern a nur um ganze Vielfache von ni unterscheiden. 
Zu dem Ende setze man für p, p' «— 1, 2, . . . , p: 

indem man unter den e ganze Zahlen versteht, welche den Bedingungen e^,/ = e„ ,< 
(ft, p — ■ 1, 2, . . ., jj) genügen, im Übrigen aber keiner Beschränkung unterworfen sein 
sollen, und führe die so definirten Grossen b an Stelle der Grössen a in die obige 
Reihe ein. Man erhält dann die neue Gleichung: 

-.,...,+. *£ ("V + + * : '-£(">+ »„> ( «„+ »V *' ) 

wobei zur Abkürzung für j» — 1, 2, . . ., j>: 

Ä x 4- i '/.f. — -2 «V* = K 

gesetzt ist, und aus dieser, indem man die auf ihrer rechten Seite stehende p-fach 
unendliche Reiho durch die mit ihr identische Thotafunction ersetzt, sofort die Formel: 



£ £ 'n", SV "'— £ 'r»?»»' 

(II) »EJC-l- — •[iJlrV-r— ~ , 

wobei: 

v, = «,, b t . ■— + twjy, 

»•=»- 

7r — «7». = A F + f <•„ — X e r . ff. 

i 

ist 

Durch ümkehrung der Formel (II) entsteht die Formel: 

r—p f'-P 

— £ £ V V""'" £ >,.*^ ! »> 

(II) •p](r>- < r[J]|«J., 
wobei: 

u'- 1, p) 

*■» A' u , Ii, ^* lf t 2» Cftn'kfi' 

ist. 

Die Formeln (II), (11) stehen in der Beziehung zu einander, dasa jede von 
ihnen als die Umkehrung der anderen betrachtet werden kann; sie können aber auch 
als nicht wesentlich verschieden angesehen werden, da man die Formel (II) aus der 
Formel (II) auch dadurch erhalten kann, dasa man allgemein t u ^< durch — e^- 
und im Übrigen die Beteicbnung in passender Weise einrichtet. 



2. 

Es soll jetzt nachgewiesen werden, daas die durch die Formel (II) repräsentirte 
Umformung der Function *[j]C«J<i «ine Transformation dieser Function im Sinne der 
im ersten Abschnitte entwickelten Transformatioostheorie ist» Zu dem Ende definire 
man 4p 1 rationale Zahlen a^., b^,, („,, b„, ffi, v «= 1, 2, . . ., p) durch die Gleichungen: 

1, wenn fi = v , , 
0, wenn p ^ v, 

l», »=!,*. .. p) 

1 , wenu fi »=• v, 
0, wenn a ^ 

wobei die e„ r — c tt , die in der Forniel (II) vorkommenden Grossen bedeuteu, beachte, 
«lass dadurch eine lineare Transformation bestimmt ist, und führe diese Werthe in die 
Gleichungen (1), (6) des Art. 4 des ersten Abschnittes ein. Die Gleichungen 
(5), (6) gehen dann in die hinter der Formel (II) stehenden, die Grössen t>, b mit den 
Grössen u, a verknüpfenden Gleichungen über, und man erkennt daraus, dass die 
Losung des durch die Charakteristik: 
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i . . . « 



l . . . o 

i ' ' * 

0.1 



(>l --',,.) 



bestimmten Trausfornmtionsproblenis ilurch die vorher aufgestellte Formel: 

£ £ U\"*x'j* **—£ ' M ?»»i 



(II) 

wobei: 



v, = u, , 



(t.,~i,t,...,p) 



Ii, = h, -f- \ c — £ e r 
ist, geliefert wird. 

Entsprechend wird die Lösung des durch die Charakteristik: 

l ... o I 



27/ = 



o . . . i 



1.0 
0 . . 1 



bestimmten inversen Transformationsproblems durch die vorher aufgestellte Formel: 



(») 
wobei: 



«M — »-V . 

4L -IL. 



0".*'-l. »,.... p) 



,4=1 



gegeben, da diese letztere durch Umkehrung der Formel (11) entstanden ist. 
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Vierter Abschnitt, 
Die dritte elementare lineare Transformation. 



1. 

Aus den iu Art. 1 des ersteu Abschnitts angeschriebenen 2p Periodensystemen 
der Function *[J]^mJ, bilde man 2p Systeme correspondirender Änderungen: 

',"=>' y 

A H , = a, u xi -j- £ b„.«„ 0 , ll u , «■ Cr,,*l + 2.' brpfl,.« f.", »- 1. vi 

t— 1 . 1 

der Variablen «, < «, | . . . w,,, indem man in den ersten q der p Horizontalreihen 
die beiden darin vorkommenden Periodensysteme, nachdem man vorher noch das links 
stehende mit Minuszeichen versehen hat, mit einander vertauscht. Man erhält auf 
diese Weise die 2p Systeme correspoudirender Änderungen: 

«ii • - ! «,i "rMi ••• "m. 0 I 0 ! 0, 



i l? . . . . | <i„ : a-f+u ... n, f1 , 0 ... —jti\ 0 | 0, 

0;...| 0 | xi ...l 0, a lt+i . . . | a 1i+x : a, +lrfl . . . i a,. 1+l , 



0 ... 0 0 • rt» P |..., «,p <VHp . ... «,.,., 

Tür welche: 

a-t+it+i =- ")+<(+! = • • ■ — 1 <W — 1 . b n " b a — • • • •=» b„ — 1 , 

c n "= c « =*••• — C„ •= — 1 , Vhv+i = = • • • = b,,„ — 1 

ist, während alle Übrigen Grössen o, b, C, b den Werth Null be>sity.en, und durch die 
eine lineare Transformation bestimmt wird. Um die dieser Transformation entsprechen- 
den, im allgemeinen Falle durch die Gleichungen: 



: 



t» = "- 2." A„,h„, b,„ = 2Z A„,B up i». t = », ». ... f> 

gegebenen Beziehungen, welche die Grössen v, b mit den Grössen m, a verknöpfen, zu 
erhalten, bezeichne man mit d+ die stets von Null verschiedene Determinante tj u " 
Grades: 

it 
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"II "u 

a. }l a 3i 



l ( i '* v a • • • «,« 

und für x, A = 1 , 2, . . . , q mit n l j\ die Adjuncte von a Mi in di 
Es ist dann: 



Determinante. 



6 - = J</'""'' 



(,„, ./ -, I, ; ;,, -. J, i, . . . , y ; . «.,•+!,»+* jrt 



Die so definirte Transformation soll als dritte elementare Transformation ein- 
geführt werden, und es handelt sich darum, die ihr entsprechende Thetaformel durch 
direkte Umformung der ursprünglichen Thetafunction zu erhalten. 



2. 

Um die gewünschte, der definirten Transformation entsprechende Umformung 
der Function *[a]Jh|i zu erhalten, bedarf man einer Formel aus der Theorie der 
Fouricr'schcn Rethen, die zunächst aufgestellt werden soll. 

Es bezeichne f'(x) eine reelle oder complexe Function der reellen Veränder- 
lichen x, die für alle der Bedingung — \ < x < -f ^ genügenden Werthe von x Harum t 
ihrer ersteu und zweiten Derivirten einwerthig und stetig Hei; dann gilt die Gleichung: 

+ i 

(//,) /^(o)- y /',ujc-—jx. 



In Bezug auf diese Gleichung ist im Auge zu behalten, dass die auf ihrer rechten 
Seite stehende Reihe den Charakter einer Doppelreihe hat, d. h. aus zwei selbständigen 
Reihen, m„ -+- u l + « s + ••• + «« + • • die eine, "-i + + • • • + M - . + • • • die 
audere, besteht, von denen jede für sich couvorgirt. 

Die Formel {//,) ist ein specieiler Fall einer allgemeineren, auf eine Function 
von mehreren Veränderlichen bezüglichen Formel, welche mit ihrer Hülfe abgeleitet 
werden kann. Bezeichnet nämlich f(x; x t | . . . | x,,) eine reelle oder complexe Function 
der q reellen Veränderlichen x, , x s , x, ? , die in dem durch die Bedingungen: 

-V <*,<+!, _.<x 4 <+i , _^<x,.<+i 

bestimmten Grossengebiete sammt ihren Derivirten • •, * % { 

einwerthig und stetig ist, so besteht die Gleichung: 
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eine jede der g auf der rechten Seite vorkommenden Summen hat dabei den Charakter 
einer Doppelsumme, auch kann man die q Summationen beliebig umstellen. 

3. 

Mit Hülfe der soeben aufgestellten Formel (//,) soll jetzt die in Art 1 in 
Aussicht gestellte Umformung der Function: 

-*•—+"• £ i «,.-,' v », + >,, i ,«„■ T <, l+l £ (»,, T J„) («„ + t, II.) 

durchgeführt werden. Zu dem Ende setze man: 

wobei die a, u, >m, </, A die im allgemeinen Gliede der obigen Thetareihe vorkommen- 
den Grössen, die x reelle Veränderliche bedeuten, und führe diese specielle Function 
an Stelle von f(x t j • • • | *,,) in die Formel (Z/,) ein; man erhält dann die Gleichung: 

+ Ii + i ><— y v'^v f =7 r "'-=r -1 

und weiter, indem man den auf der rechten Seite dieser Gleichung stehenden Aus- 
druck als Factor zum allgemeinen Gliede der Thetareihe hinzunimnit, für die Function 
*[*'H"I 1 '' nacn passender Vereinigung zusammengehöriger Tlieile den neuen Ausdruck: 

■M + ! 

(/•,) »[l>u,= 2- 2- Z / dr t ... I dx,e* 

wobei zur Abkürzung: 

- - + x.. + <7„) (im,.- + + :/,) 

+ 2 £ (m.. .(„ -f £ {m r + <!,) <i„ , + (/<„ — >.„) sr «1 

„-i L •--^jj-i J 

+ 2 l' «,, ?11 .T(-f «.,-(lM,+^)i»l,- + .'/.ö4-2 27 (»t.+y.)(M.+/'..T/} 

gesetzt ist. 
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Die gewünschte Umformung der Function wird jetzt dadurch erhalten, 

dass man auf der rechten Seite der Gleichung (F t ), nachdem man sich von der Statt- 
haftigkeit dieser Operationen überzeugt hat, die an letzter Stelle stehende, auf die 
Grössen n, , . . . , », bezügliche Summation mit der an erster Stelle stehenden, auf die 
Grössen *»,, m, bezüglichen den Platz wechseln lässt, und alsdann die auf die 
Grössen »i t , m, bezügliche Summation ausführt. Man erhält dann die Gleichung: 

-f I -f- X 

— »,...,-)-X — X, 4. I s. 

V ■ ■ "« "'•; + >• • • ' 

bei der zur Abkürzung: 

i,=, f ,-^t p - 

<P„ -= 2." £ o. IM x t .j-„' + 2 2' x u \ + 21 [m.+y,) a Ht — (»„ — h„)xt \ 

+ 2 .Em,,.^ *» + 2? 2? a, t < (w r + 7,) (t».- + .7,-) + 2 "IT (ih, + </r) («„ + /<, »0 

gesetzt ist, und bei der schliesslich noch die q auf die Grössen ar bezüglichen Inte- 
grationen auszuführen sind. 

Um dies Ziel zu erreichen, bringe man <D 0 , indem man zur Abkürzung 
für fi = 1, 2, . . ., 7: 

£ + l?, (w '' + ^ fl " ~ ( "' ~ 7 '* ):n ] $ = ** 

setzt und die in Art, 1 definirten Grössen 6 und t> einführt, in die Form: 
— 2." 27 rw(x„ + *„)(*„• + *„•) +22 — (»V — *„•) 

+ 2 1' 6„,(»„ - /»„) (»», + 7,) + H T h wt .(m. + 7.) (m,- + //. ) 

+ 2 2 (w„ — /v)(t»„ + 7„ir0 + 2 2 (m, + 7,)(r, + h r ai) 

1- 



■ 2, v ö!?i- « u + 2 2 V(1 /<„ * 

*V = ! ..=1 

Die Ausführung der auf der rechten Seite der Formel (F t ) stehenden Integrationen 
reducirt sich dann auf die Auswerthung des Integrals: 

Den auf der rechten Seite im Exponenten stehenden Ausdruck kann man aber, wenn 
man unter Anwendung der in den Art. 3 und 4 des ersten Abschnitts eingeführten 
Abkürzungen mit />, , ;>_,, . . ., p, die Constanten: 
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J» „(r-n „(4) 

mit i, , .... /, die Ausdrücke: 

o (,) </' I; 

'.-*.+ -I* + *,)+••• + l^ 1 + *,-.) + M (*, + *,) . 

" 1 1 "ll " 1 1 



11 "II "II 

Ii' '») 

- *, + (*» + **> + • ■ ■ + r*, + *,) , 

„(v-n 



"r-i 7 -i 

bezeichnet, in der Form: 

2.' «„,,(*„ + *,) (*,, + Ä„ ) = p, (*, + I,)» + p t <* t + /,)* + .•• + ft(x, + *,)* 

als Summe von q Quadraten linearer Functionen der x darstellen und erhält dann mit 
Hälfe der Formel: 



bei der p und l complexe, von der Integrationsvariable x unabhängige Grössen be- 
zeichnen, deren erste der Bedingung zu genügen hat, das« ihr reeller Theil wesentlich 
negativ ist, und bei der die auf der rechten Seite stehende Wurzel so auszuziehen ist, 
dass ihr reeller Theil positiv wird, für J den Werth: 



,/=l/ * l/--" ...1/-". 



wobei endlich das Froduct der q auf der rechten Seite stehenden Wurzeln, wie un- 
schwer zu zeigen ist, zu der einzigen Wurzel: 

+ 

vereinigt werden kann. 

Führt man dieson Werth in die Formel (F t ) ein, ersetzt in neuer Bezeichnung 
die Summationsbuchstaben m^x , f*t+t, • • ■ . "V durch «f+i, •• »p und definirt 

Grössen g\ h' durch die Gleichungen: 

g„ -» — h a , g',—g,\ h„ g u , h', — h r , i- =»t, i V ; '=rM. p) 

so geht aus der Gleichung (/•',) die neue Gleichung: 
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. <■ i f — # , , — T 



X ^ »"=' • =» 

und hieraus schliesslich, wenn man die auf der rechten Seite stehende p-fach unend- 
liche Reihe durch die mit ihr identische Thetafunction ersetzt, die Gleichung: 



(in«) »0H«-=|/ 



(- *? 



21 •.„"„• ll'ir.t,,»' 



hervor, welche die gewünschte Umformung der ursprünglichen Function OkUm]!,, 
darstellt 



Das Resultat der Torhergehenden Untersuchung läsat sich u 
sprechen. Die Lösung des durch die Charakteristik: 
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0 


0 . . 
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0 . 


. 0 


0 . 


. 0 


0 . . 


— 1 


0 . . 


0 


0 . 


. 0 


0 . 


0 


0 . . 


0 


0 . 
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. 0 


1 


. 0 


0 . . . 


0 


0 . . 


.00. 


. 0 


0 . 


. 1 



bei der: 



folgt, 



•• = b u 



1. 



. — a f , — 1 , b„ = b t , «- ■ » iH 

ist, während alle übrigen Grössen 0, b, c, b den Werth Null besitzen, bestimmten 
Transformationsproblems wird durch die Gleichung: 



* 2. 7„* (i .ti 



geliefert, bei der: 
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x i 



(. = 1 + 1, y-f-S, 



(,«.«- = 1,»,...,«) o,r=i,s, *) (...• = 7 -i.,,, + ,,., 

& = — , /(,, = ff„ , ff, =»</*, = 

I.«-«. * ») (' 1. » + *. ■ , /) 

j;," .,=i u -=, ■ " 

ist, während den Werth der aus Parametern der ursprünglichen Thetafunction ge- 
bildeten Determinante: 



-<o. , 



x, 1 — 1, 2, . . . , q) aber die Adjuncte von a„i in dieser Determinante bezeichnet, 
und bei der endlich die auf der rechten Seite stehende Wurzel so auszuziehen ist, 
dasa ihr reeller Theil positiv wird. 

Durch Umkehrung der Formel (IH (,) ) erhält man als Lösung des durch die 
Charakteristik: 

' O ... 0 0 ... O -1... 00...0 




1 0 . 

. . 0 0, 



0 

. 0 



1 ... 0 0 ... 0 



1 0 . 

0 0 . 



II 
II 



0 . 
0 . 



0 . . . 

0 . . . 



0 0 . 
0 0 . 



0 0 . 
0 1 . 



. 0 

. 0 



0 

. 0 



0 0 



0 . . 



0 0 



bei der: 

C„ «= C„ = • • • = C„, f = 1 , 



b,, — b n — ••• = b„ = — 1, 



ist, während alle Übrigen Grössen a, b, c, b den Werth Null besitzen, bestimmten, 
dem obigen inversen Transformationsproblems die Gleichung: 



(ffi") 
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bei der jetzt die v als unabhängige Veränderlich«, die b als willkürlich gegebene 
Parameter, die k, l ala beliebige reelle Conatauten zu betrachten sind, aus denen sich 
dann die Grössen u, a, i', t vermittelst der Gleichungen: 

- - Tin v„ ... = v. - --}- T l sb t Ji% ; 



-4 — a 

lu ~l. *, ( r~, + l, 9 + 1, .,/.) 



4' 



'ZU: 



i' = ; r = £ 

<"«=!. * V) 

i, bei der forner: 



(*.»■=*+«. ?+». 

£, - - Ä-, , 



«».-- ^ zWiKM, -, 



ist, während den Werth der aua Parametern der Function * j' ' nvh, gebildeten 
Determinante: 

(x, l = 1, • • • i Q) a u ^r die Adjuncte von b,i in dieser Determinante bezeichnet, 
und bei der endlich die auf der rechten Seite stehende Wurzel so auszuziehen ist, das» 
ihr reeller Thoil positiv wird. 

Die dem Werthe q ■= p entsprechenden Transformationen (T,,,^)» (T~^ p j sind 
von besonderer Wichtigkeit, und es sollen daher die ihnen entsprechenden Formeln 
zum Schlüsse hier noch aufgestellt werden. Zur Ableitung dieser Formeln hat man 
in den Formeln (III''), (Iii' 1 ') und den darauf bezüglichen Gleichungen q—p zu 
setzen. Man erhält dann als die Lösungen der durch die Charakteristiken: 



l 



o ... i 



O I 

bestimmten Transformationsprobleme die Gleichungen: 

v — f 



l . . o 



«... — i 



(IIP) 
(III 1 ") 
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bei denen für p, p' = 1, 2, . . ., j>: 



* — 9 - 



= ^ i-'o,,««, «V ^ 6w„«v, 

. *• - *' =■ 

9v = — > fy. = ^ > fr» = ' « > C = — K t 

ist, während 4 a , d b die Werthe der aus den Parametern der Thetafunctionen ge- 
bildeten Determinanten: 

~ £ + «u • . . , ^/» + ft,, ft M . . . , 

0,1, j>,j (x, * 1, 2, . . ., p) aber die Adjuncten von a„i, b,i in diesen Determinauten 
beziehlich bezeichnen, und die auf der rechten Seite stehende Wurzel in jedem Falle 
so auszuziehen ist, dass ihr reeller Theil positiv wird. 



Klilill uud tum, Thitufuncii..uim. IS 
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Fünfter Abschnitt. 
Zusammensetzung: der allgemeinen linearen Transformation ans elementaren. 



L 

In den drei vorhergehenden Abschnitten sind drei Arten von elementaren 
linearen Transformationen, Ti, Tu, T„i, gewonnen worden; es soll jetzt nachgewiesen 
werden, das* jede lineare Transformation T sich aus solchen elementaren zusauauien- 
actzen lässt 

Zu dem Ende stelle man in T sowohl die 2p s rationalen Zahlen a, b, als 
auch die 2p* rationalen Zahlen c, b als Brüche mit gemeinsamem Nenner dar, indem 
man für (i, v = 1, 2, . . ., p: 



Kr 



setzt, wobei die «, ß, y, d ganze, r und s positive ganze Zahlen bezeichnen, und der 
Fall nicht ausgeschlossen ist, dass ein Factor von r gleichzeitig Factor aller Zahlen 
«, ß und ein Factor von s gleichzeitig Factor aller Zahlen y, ö ist, und ebensowenig 
der Fall, dass eine der beiden Zahlen r, s oder beide der Einheit gleich sind. Die 
lineare Transformation T nimmt dann die Gestalt: 



7 = 



r r 



I 



> » 



an, und es bestehen zwischen den ganzen Zahlen a, ß, y, 6 die p(2p — 1) Relationen: 



>=i »=i 

" 0, wenn u ^ , 



wenn f* ^ f« , 
oder die damit äquivalenten: 

2: (a,,,ß„-, — a u <.0„.) = 0, 2.' (^,d„', — jvA.) 0, 
- («...0V.-/W,-,)- o, w,nn p' £ M . 



- öl - 



Handelt es sich nun um die Zusammensetzung der vorliegenden Transformation T 
aus elementaren, so hat man zunächst die Wert he der Zahlen ß ins Auge zu fassen 
und in Bezug auf sie die folgenden drei Fälle zu unterscheiden: 

Füll J: Die Zahlen ß seien sämmtlich der Null gleich; 

Fall II: Die Zahlen ß seien nicht sämmtlich der Null gleich, und es besitze 
ihre Determinante /i ? = X 4- ßußu • ■ • ß fP einen von Null verschiedenen Werth; 

Fall III: Die Zahlen ß seien nicht sämmtlich der Null gleich, es besitze aber 
ihre Determinante dt den Werth Null. 

Diese drei Fälle sollen der Reihe nach behandelt werden. 



2. 

In dem ersten Kalle, wo sümmtliche Zahlen ß den Werth Null haben, kann 
mau die lineare Transformation T, wenn man die dann steU von Null verschiedene 
Determinante £ + Ö u . . . Ö pp der p 1 Zahlen d mit Jt, und für p, v -» 1, 2, . . . , p 
die Adjuncte von 6,, r in dieser Determinante mit d' H , bezeichnet, in die Gestalt: 



7'- 



bringen, wobei die Zahlen y, d den | p(p — 1) Bedingungen: 





0 















K = «.* P) 



genügen. Ist aber dies geschehen, so lässt sich die Transformation T sofort der 
Gleichung: 



l . . o 
<»..! 



l . . . 0 



. . o 



— ... 0 
1 

o . • • -'- 



entsprechend aus elementaren linearen Transformationen vom Typus T I} Tu, Tj be- 
ziehlich zusammensetzen. 

Eine jede lineare Transformation, bei der die Zahlen ß sämmtlich den Werth 
Null haben, soll eine singulare genannt werden. Das vorher gefundene Resultat lässt 
sich dann so aussprechen, dass jede singulare Transformation aus drei, oder in speciellon 
Fällen aus weniger als drei, elementaren singulären Transformationen vom Typus T lt Tu 



IS« 
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3. 

Bevor zur Behandlung des zweiten and dritten Falles geschritten wird, soll 
zur Orientiruog Folgendes vorausgeschickt werden. 

Setzt man zwei singulare Transformationen: 



S'. 





0 







Oi,. 


0 




Kr 



mit der zu einer beliebigen Zahl q < p gehörigen, im Anfange des Art. 4 des vierten 
Abschnitt» angeschriebenen elementaren Transformation T ///(f) in der Reihenfolge S' f 
2' m(7 j, S" zu einer Transformation: 

zusammen, so ist iu der Transformation: 



C u t b„ r 



für jedes (i und v von 1 bis p: 

ä„ , = 2: c, , a„ . + ^ . a >; • <V '. > 



t>„ ► = — b',,a'ü,, 

c„ r — 2' c, r c„, + -1' a, |f c„,, — 2 a,,b„. + 2.' c^bj,., b„, = ^b^c. -f 2" b',,b;,',j, 

'.—.4-1 <=1 v=rM «=' -,=r+-l 



und man schliesst daraus, dass die zu der Transformation T gehörige Determinante 
jJ- t = 27 4- b n b ti . . . b y p immer einen von Null verschiedenen Werth besitzt, wenn 
q =■ p ist, dass dagegen, wenn q<p ist, die Determinante ^ den Werth Null be- 
sitzt, und zugleich ihre sümmtliclieu Unterdeterminanten p — 1'*", p— 2"", q+ 1"" 
Grades, nicht aber ihre sämmtlichen Unterdeterminanten q tm Grades verschwinden. 



4. 

Mit Rücksicht auf das im vorigen Artikel gewonnene Hesultat soll jetzt zu- 
nächst untersucht werden, ob jede lineare Transformation T, bei der die Determinante 
einen von Null verschiedenen Werth besitzt, sich aus zwei passend gewählten singu- 
läreu Transformationen S', S" und der Transformation T [llW der Gleichung: 

entsprechend zusammensetzen läast. 

Bei der Durchfahrung dieser Untersuchung findet man ohne Mühe, dass die 
Transformationen S', S" auf unendlich viele Weisen so bestimmt werden können, dass 
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die letzt« Gleichung erfüllt ist, und (laus man alle der aurgestellten Gleichung ge- 
nügenden Paare zusammengehöriger Transformationen S' t S" erhält, weuu man in S" 
an Stelle des Systems der |>* Grössen b" alle möglichen Systeme von jt 1 rationalen 
Zahlen, deren Determinante J v . nicht verschwindet, einführt und dann zu jedem 
solchen Systeme an Stelle der übrigen in S', S" vorkommenden Grössen o', c', V, a", c" 
die aus den Gleichungen: 



'•t> rä h" 



ß,, ... 



«^1 r r^l r 



K ■ ~ I, J, 



' -y S.rä) b" 



in denen allgemein die Adjuncte von in der Determinante b^, die Adjuncte 
von bür in der Determinante df> bezeichnet, sich ergebenden rationalen Zahlen 
treten lässt. 

Durch Einfalirung passend gewählter spceieller Wcrtho für die Grössen b" 
kann man den Transformationen S', S" eine besonders einfache Form geben. Setzt 
man speciell bi'i = b« = ■ - - = b,',? = r , alle übrigen Grösseu b" aber der Null gleich, 



wird: 



0... 



c„ , — «„ ► , 



b u , = 



I 

r , wenn v = fi , 
0, wenn v ^ ju , 



r, wenn v 
= 0, wenn v ^ u. 



Bildet man die diesen Zahlen entsprechenden Transformationen i»", S", indem man 
zugleich die mit bezeichnete Adjuncte von ß u , in der Determinante z/^ von jetzt 
an mit bezeichnet, und führt dieselben dann tugleich mit den durch die Symbole 
T, T niW bezeichneten Transformationen in die Gleichung T = Ä" T n/lll) S" ein, so 
erhält man die Gleichung: 



r 



r 



9 



- 1 



1 . . . u 
o.i 
o 



0-1 



-i- . . 0 

r 

II . . ' 



6 ä ' r 



. 0 



o . . r 



und weiter, indem man auf der rechten Seite sowohl die an erster, wie die an dritter 
Stelle stehende singulare Transformation nach dem in Art. 2 Gezeigten aus elemen- 
taren Transformationen zusammensetzt, die Gleichung: 



- 1)4 - 







r 


r 






* 


» 









0 


0 




I 

r, . . . : 








II 


0 • - r*J i 





1 • • 




0 • ' 


0 


0 


1 






1 . - 




0 • - 



0 


1-0 

0 ... 1 


— 1 ... o 

0 1 


0 



1 _ 



welche die gewünschte Zusammensetzung der gegebeueu Transformation aus eleiuen- 
taren darstellt 

5. 

Im Anschlüsse an «las am Ende deB Art. 3 ausgesprochenen Resultates soll 
jetzt weiter untersucht werden, ob jede lineare Transformation T, bei der nicht nur 
die Determinante /I» sondern auch die sämmtlichen Unterdeterminanten /> — V* a , 
p — 2 w,a , . . . , g -f- 1 UB Grades von Ap verschwinden, von den Unterdeterminanten 
q*™ Grades aber wenigstens eine einen von Null verschiedenen Werth besitzt, sich 
immer aus zwei passend gewählten siugularcn Transformationen S', S" und der Trans- 
formation T l/llq) der Gleichung: 

T = S' T miq) S" 

«ntaprechend zusammensetzen lässt 

Bei der Durchführung dieser Untersuchung mag für das Folgende zunächst 
vorausgesetzt werden, dass special! die Unterdeterminante 5'" Grades: 

ßu ßu ■ ■ ■ ßll 
ßn ßtt • • • ß* , 





ßn ßrt ■ ■ ■ ßii 



von Kuli verschieden sei. Man findet dann ebenso wie in dem früheren Falle, wo 
von Null verschieden war, dass die Transformationen S', S" auf unendlich viele 
Weisen so bestimmt werden können, dass die Gleichung T = S' T m(l yS" erfüllt ist. 

Für den vorliegenden Zweck genügt es, unter den unbegrenzt vielen möglichen 
;en der Grössen a', c', b', 0", c", b" eine solche herauszugreifen, bei der die 
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Transformationen S', S" eine übersichtliche Form erhalten. Zn dem Ende bezeichne 
man mit ß,.- (t, «'«= 1, 2, . . ., q) die Adjuncte yon ß„ in der Determinante Vp, setie: 

/.« = ,+ i.H- 



p,» = _- z ß. <tß> ., 



-1 



und definire Grössen £, 0, £ durch die Gleichungen: 
Grössen ip, i> durch die Gleichungen: 

'('- -ssn-o (♦•' -;*><•*•-)• (•".■*■;.« j 

Eine Bestimmung der gewünschten Art wird dann durch die Gleichungen: 



0 ••- 0 



«II 



&i • • • ßii ß 



• • • ß\ 



e^+u . . . e^.,, 0 ... 0 



Öj, 1 . . . 6j 



. . 0 



ßql ■ • • ßw ßn+l • • ■ ßll> 

0 . . . 0 6«+l9+I • • • Srt-I 



0 ... 0 . . . |„ 
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... 0 


0 . 


. . 0 










0 


1 

• • . — 
r 


0 . 


. . 0 










r 


r 


1 
r 


. - 0 






1 > 




r 


... 

r 


0 • 


1 

• • — — 

r 












• - • <Ti» 




• • • 


r . . 


. 0 


— '«;-M 1 • • • 


— r« r \ 




• • • Vi? 




• • . Ü'vp 


0.. 


. r 




— r°M 




• • • 9Vl-n 


+ i ,4-1 




0 . . 


. o 


r ... 


0 


9>*i 


• • ■ <?;■■> 




• • • tipp 


0 . . 


. 0 


0 


>■ 



dargestellt. Aus diesen singulären Transformationen S', S" und der Transformation T n ^ 
kann man die gegebene lineare Transformation T in der Form: 

zusammensetzen, und man kann daher die Transformation Tauch, da jede der beiden 
Transformationen 8', S" als singulare Transformation sich nach Art. 2 aus elemen- 
taren Transformationen vom Typus T lt Tu zusammensetzen lässt, T /nM aber selbst 
eine elementare Transformation ist, ohne Mühe aus elementaren Transformationen 
zusam mensetzen. 

Auf Grund des gewonneneu Resultates katin mau, wie in Art 5 des ersten 
Abschnittes gezeigt ist, auch die der Transformation T entsprechende Thetaformel aus 
Thetaformeln, welche elementaren Transformationen entsprechen, zusammensetzen. 
Hat man aber im Laufe der Untersuchungen des folgenden Abschnitts schon die- 
jenige Thetaformel aufgestellt, welche der im vorigen Artikel behandelten Trans- 
formation T, bei der J fl einen von Null verschiedenen Werth besitzt, entspricht, so 
kann man mit deren Hülfe die der hier vorliegenden Transformation T entsprechende 
Thetaformel auf bedeutend einfacherem Wege erhalten. Es beruht dies darauf, dass 
man die vorliegende Transformation T in der Form: 

aus der Transformation: 
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1. .0 0... 0 0 ... 0 0 ... 0 



o . . . i o . 



0 0 . . . 0 



0 . . 0 0 
0.0 0 



0 ... 0 0 ... 0 
0 . . . 0 1 . . . 0 



0 0 
0 t 



0 0 
0 0 



0 . . . 0 0 
0 ... 0 — I 



0 0 
0 0 



J 0 
0 0 



und der Transformation: 



2 = 



r i 



0...0 0 • • — 1 0...0 0...0 



— - ... — - ... — 

i r r r r 



Ii 



r 



r 



(V ... - " * 
r r 



%v+i 



r r 



... . « 



s 



Vh 7 

»• 



* 



r 



« 

ä 9+^ 



r r 



. . . 

r 



Ii 
* 



?51 _V+J ... _*p» 
r 



"vi 

6 
* 



8 » 



7+1? 



* 



* * * « S 



bei der die Determinante der />* im zweiten Quadranten stehenden Grössen von Null 
verschieden ist, zusammensetzen kann. 

6. 

Es erübrigt jetzt noch, im Anschlüsse au das im Eingänge des vorigen 
Artikels Bemerkte, den allgemeineren Fall zu behandeln, der durch die Voraussetzung 
charakterisirt ist, dass die Determinante: 



Knill» uni I'hyji ThcUdinctiosc 
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ßm, *, ßm t », 
0m, », /*«,», 



wobei m,, w t , . .., m ? und h, , n, zwei beliebige Conibinationen der Zahlen 

1, 2, . . . , p zur q xm C lasse ohne Wiederholung bedeuten, eine nicht verschwindende 
Unterdeterminante (z 1 * 11 Grades von J< ist, während alle Unterdeterminanten höheren 
Grades verschwinden. Dieser allgemeinere Fall kann aber unter Benutzung der im 
vorigen Artikel für den speciellen Fall gewonnenen Resultate leicht erledigt werden. 

Zu dem Ende bezeichne man die von »», , m t , »«, verschiedenen Zahlen 
aus der Reihe 1, 2, ...,;> in der natürlichen Reihenfolge mit «1,4.1, w^i, 
ebenso die von », , n v verschiedenen Zahlen aus der Reihe 1, 2, . . . , p in 

der natürlichen Reihenfolge mit « 4T i, »i^ t , n f und definiro alsdann zwei elemen- 
tare lineare Transformationen vom Typus T, durch die Gleichungen: 



X U ... Xi p 



Xpl . . . x fp 



*11 ••• *!,•> 



*jsl • • • */p 



A" 



Xll . . . Xi,, 



Xpl ■ ■ ■ Xpp 



Xu . . . X|p 



wobei für jedes p von 1 bis p: 



= 1 



ist, während alle Übrigen Grössen x, x" den Werth Null besitzen. Bezeichnet mau 
dann die zu den Transformationen K', K" inversen Transformationen mit K~ l , K~ x 
und setzt aus diesen und der Transformation T eine neue Transformation: 



-u r 

r 



Au y 

r 



der Gleichung: 



T = Ä ~ l T K ~ l 
gemäss zusammen, so ist in dieser für jedes p und v von 1 bis p: 

«u . = «»^ .,, ßu . = ßm u , Y>, , = fm u , du , = d m>( B> ; 
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es hat folglich in der Transformation T die Unterdeterminante q**" Grades V- = £' 
i ßn fit* ■ ■ • ßn der Determinante J-j, da sie mit der Determinante Vj," ,, " > identisch 
ist, einen von Null verschiedenen Werth, während alle Unterdeterminanten q -j- l teB 
Grades verschwinden, und es lässt sich daher nach dem im vorigen Artikel Bewiesenen 
die Transformation T ans zwei singulären Transformationen S', S" und der Trans- 
formation T t[lW zusammensetzen in der Form: 

T = S' T lllU) S". 

Aus der die Transformation T definirenden Gleichung folgt aber unmittelbar: 

T = K' TK" 

und hieraus weiter, indem man T durch S' T. /t ii) S" ersetzt und die beiden singulären 
Transformationen K' S' zu einer einzigen S', die beiden singulären Transformationen 
S"K" zu einer einzigen S" vereinigt, schliesslich die Gleichung: 

T-S'T„ lW S". 

Damit ist aber bewiesen, dass die Transformation T, bei der die Unterdeterminante 
q Un Grades V**' der Determinante 1 einen von Null verschiedenen Werth besitzt, 
während alle Unterdeterminanten höheren Grades verschwinden, sich aus zwei singulären 
Transformationen S', S" und der Transformation T tll ni der Gleichung T= S' T fff i<,\ S" 
gemäss zusammensetzen lässt, und sie kann daher auch, da jede der beiden Trans- 
formationen S', S" als singulare Transformationen sich nach dem in Art. 2 Gezeigten 
aus elementaren Transformationen vom Typus T/, Tu zusammensetzen lässt, T n/Ii ) aber 
selbst eine elementare Transformation ist, ohne Mühe aus elementaren Transforma- 
tionen zusammengesetzt werden. 

Überblickt man zum Schlüsse noch die in diesem Abschnitte gewonnenen 
Resultate, so lassen »ich dieselben zu folgendem Gesammtresultate zusammmenfassen: 

Sieht man von dem Falle ab, in welchem die lineare Transformation T eine 
singulare ist, und in welchem zu ihrer Zusammensetzung aus elementaren Trans- 
formationen nur Transformationen vom Typus T t , Tu verwendet zu werden brauchen, 
so erfordert die Zusammensetzung einer liuearen Transformation T aus elementaren 
ausser Transformationen vom Typus T, , Tu immer die einmalige Anwendung einer 
Transformation vom Typus T llt . 

Die sämmtlichen linearen Transformationen T zerfallen in p -f- l strenge ge- 
schiedene Klassen, welche den Typen: 

S, S'T W »S", S'T ni mS", . ... S'T tlJ (r\S", 

wobei S, S', S" singulare Transformationen bezeichnen, entsprechen; in dem Sinne, 
daas eine Transformation S sich niemals auch in der Form S T..M) g" darstellen lässt 
und eine Transformation S' T //lW $" we der sich auf eine Transformation S reduciren, 
noch sich auch in der Form S'T m ^s", wobei q ^ q ist, darstellen lässt. 



13» 
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Sechster Abschnitt. 
Aufstellung; der zu der allgemeinen linearen Transformation gehörigen Thetaformel. 



L 

Nachdem im vorigen Abschnitte nachgewiesen worden ist, dass sich jede 
lineare Transformation T aus elementaren linearen Transformationen, T,, T /{ , T„,, 
und daher, mit Rücksicht auf Art. ö des ersten Abschnitts, auch jede zu einer linearen 
Transformation gehörige Thetafonuel aus den im zweiten, dritten und vierten Ab- 
schnitte aufgestellten, den elementaren Transformationen entsprechenden Thetafurmeln 
zusammensetzen lässt, *oll jetzt der Autbau der zur altgenuinen linearen Trans- 
formation : 

r r 

»" * 

gehörigen Thetaformel in Angriff genommen werden. Auf Grund der im vorigen 
Abschnitte erhaltenen Resultate hat man dabei in Bezug auf die Transformation T 
die folgenden vier Fälle zu unterscheiden: 

Fall I: Die Zahlen ß seien sämmtlich der Null gleich; 

Fall II: Die Zahlen ß >eien nicht sämmtlich der Null gleich, und es besitze 
ihre Determinante dp einen von Null verschiedenen Werth; 

Fall III: Die Zahlen ß seien nicht sämmtlich der Null gleich, und es besitze 
die ünterdeterminante q* a Grades V< = £ + ß, , ß it . . . ß, ri der Dftermiuante dp einen 
von Null verschiedenen Werth, währeud alle Uuterdeterminanten q + Grades von 
dp verschwinden; 

Fall IV: Die Zahlen ß seien nicht sämmtlich der Null gleich, und es besitze 
die Unterdeterminante ^ t * n Grades Vv""' = E -h ß mi /J«,, r% . . . ß^ „ der Determinante dp 
einen von Null verschiedenen Werth, wahrend alle Uiiterdeterminanten q -f- V" Grades 
vou dp verschwinden. 
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2. 

Der zweite der soeben aufgestellten vier Fälle »oll zuerst behandelt werdeu. 
In diesem Falle wird die Zusammensetzung der vorliegenden Transformation T aus 
elementaren dnrch die am Ende des Art. 4 des vorigen Abschnitts aufgestellte 
Gleichung geliefert, und um die zu der Transformation T gehörige Thctaformel zu 
erhalten, hat man die sechs Thetaformeln, welche den sechs auf der rechten Seite der 
erwähnten Gleichung stehenden elementaren Transformationen entsprechen, aufzustellen 
und dieselben alsdann nach der in Art. f> des ersten Abschnitts gegebenen Vorschrift 
zusammenzusetzen. 

Es entspricht nun zunächst der durch die Charakteristik: 



j 



bestimmten elementaren Transformation die aus der Formel (I,) des zweiten Ab- 
schnittes für d„. = ß«, unmittelbar hervorgehende Thetaformel: 



wobei: 



<r »[:]» 



o.l.... v #,-l 



.'/ 4- * 



„-.1 



q, = 2," ß',„ (f., , 



h, = 27 /3,„ hp , 

<.=t 



r." = "z ß, f ,u u , 
ii— i 



C= 2; 2: ß„ß^,a^.. 



Der durch die Charakteristik: 

1.0 

0 ... 1 



£a 6 



0 



bestimmten elementaren Transformation entspricht ferner die aus der Formel (II) des 
dritten Abschnitts für e h , = 27 «„./!,. bei passender Wahl der Bezeichnung hervor- 
gehende Thetaformel: 



2: 27 27.s,.v.w, !> «--27 2T ....v..» 1 ."- 

i^l .'=.1 i—l 1 -1 
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Tobei: 



»•=1 .=1 



<... =i, *. . 



Der durch die Charakteristik: 



l . 



o ... i 



- «... o 



0 - 1 



bestimmten elementaren Transformation entspricht weiter die aus der Formel (III"'*) 
Abschuitte bei passender Wahl der Bezeichnung hervorgehende Thetaformel: 



' J 1 r»> Iii 

* 2. >, •<•, !•> 



robei : 



ist, während z/ 4 , :s , den Werth der aus den Parametern b ( f fl- der auf der linken Seite steheo- 

.,y, 



den Thetafunction gebildeten Determinante 2,' + //,X» . . C. *w (f«. f»' = 1. 
aber die Adjuncte Ton in dieser Determinante bezeichnet, und die auf der rechten 
Seite stehende Wurzel so auszuziehen ist, da»s ihr reeller Theil positiv wird. 
Dor durch die Charakteristik: 



TS < v 



r* J, 
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bestimmten elementaren Transformation entspricht weiter die aus der Formel (],) des 
zweiten Abschnitts fOr q = rsJ* bei passender Wahl der Bezeichnung hervorgehende 
Thetaformel: 



,4j 

wobei: 



Der durch die Charakteristik: 

i . . . 0 



9 S, +< ^ 



L 1 J 



i... =i, », . ..,) 



o . . 1 



. 1 



bestimmten elementaren Transformation entspricht weiter die aus der Formel (II) des 

■ -f, 

dritten Abschnitts für e u . = rsd 1 ,£6 t .,ß'„ bei passender Wahl der Bezeichnung her- 

<=i 

vorgehende Thetaformel: 



.=1 .=1 i-l .— I 



wobei: 



, -=i 



... =i, t. . ..j.) 



Endlich entspricht der durch die Charakteristik: 



. 0 



o . . . * J„ 



• o 
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bestimmten elementaren Transformation die aus der Formel (1,) des zweiten Abschnitts 
für q = sJi bei passender Wahl der Bezeichnung hervorgehende Thetaformel: 



(6) 

wobei: 



- v r*v j) i 



i in 

IV — —r V, 



•••> L - J ? J 



Man setze nun zunächst die Formeln (1), (2), (3;, (4; zusammen. Zu dem 
Ende hat man die in der Gleichung (2) auf der linken Seite vorkommenden 
Grossen u*", # l > als nicht verschieden von den auf der rechten Seite der Gleichung (1) 
vorkommenden Grössen t ,(,) , W 1 ' anzusehen und zugleich für jedes v von 1 bis p: 

,/,*> = 1 + /,<" = /,, zu setzen; die auf der linken Seite der Gleichung (3) 

1» 

vorkommenden Grössen rW, h <■*> als nicht verschieden von den auf der rechten 

Seite der Gleichung (2) vorkommenden Grössen v [i \ f 3 ', h (, \ und ebenso die auf 
der linken Seite der Gleichung (4) vorkommenden Crossen r 1 *', U 3) , tf*\ A l " als nicht 
verschieden von den auf der rechten Seite der Gleichung (3) vorkommenden Grössen i Ji \ 
^ (s \ ^''i zu betrachten, sodass alsdann allgemein d. Ii. für x = 2, 3, 4 die auf 
der linken Seit* der x'™ Gleichung stehende Thetafunction mit der auf der rechten 
Seite der x — l u " Gleichung, entweder allein, wie bei den Gleichungen (ß\, (3), oder 
als allgemeines Glied einer Summe, wie bei der Gleichung (1), vorkommenden Theta- 
function identisch ist. Nachdem dies geschehen, ersetze man in der Gleichung (1) die 
auf der rechten Seite hinter dem Summenzeichen stehende Thetafunction durch den 
aus der Gleichung (2) dafür «ich ergebenden Ausdruck, nachdem man zuvor in dieser 

letzten Gleichung die auf der rechten Seite vorkommende Function ^H^"]^!^») ">it 
Gleichung (3) durch die Function #1 ^„lll""^» 



Hillk 



?r G 



d diese letztere mit 



Hülle der Gleichung (4) durch Thetafunctioncn mit den Argumenten r ,4V und deu 
Parametern # 4) ausgedrückt hat. Man erhält dann nach einigen leicht ersichtlichen 
Umformungen die zu der Transformation: 



y(l.»..V4> = 



gehörige Thetaformel in der Gestalt: 



— 105 — 



« fl" 

1 1. ' » 



* -£££ "'/" ' w»> + t£^K"' 



X 2 f; i a > (, :--°rl» 



wobei: 

9> ~* ^ßrß-'Jf > 



. 9 + 0 



_ ™f J 



= 1 £a,,,ß,,. -f- 2.'(ff t( ,^ — ßtuh/,), 



j .i ... j .< .« 

' -"j Ii r 

o.i,..., .7,-! -£££ '"j*— f,v" + ,i ' £ J'' (•'► + * )?«'"■ 
f, , — 

ist, während in Übereinstimmung mit der in Art. 1 des ersten Abschnitts gewählten 
Bezeichnung: 

r xi + £ ß,,, a,,,, ^ — A y , r ~i, s P ) 

gesetzt und mit J A die stet« von Null verschiedene Determinante £ -+ A ii A ti .. . -App, 
mit Ä», die Adjuncte von A u , in dieser Determinante bezeichnet ist. 



Die soeben eingeführte, von den ganzen Zahlen ff, , fl, , o A abhängige 
Summe G [fl, ff a . . . ff,] , für die im Folgenden auch das kürzere Zeichen G [fl] an- 
gewandt wird, ist im Allgemeinen nicht für jedes Werthesystem fl, , ff. ts r von 

Null verschieden. Es ergibt sich nämlich, dass diejenigen Systeme ganzer Zahlen 
o, , <»„, . . ., fl,, für welche G [fl] einen von Null verschiedenen Werth besitzt, identisch 
sind mit jenen Systemen ganzer Zahlen ff,, ff 4 , ff,,, welche den Gleichungen: 



(E) 



¥1} 1 »M 



-£££-''-;f- W.* l + t £E--> U+iE*..*,.);-?*' 



= 1. 



1 , 2, . . - , >M , 



in denen p^, p 1 ;', ■ .., p<," (»'= 1, 2, »<i die siimmtlichen Normallösungen des 
Congruenzensystenis: 



Kuim und Thtm , V 



1 l 
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bezeichnen, genügen, und weiter, dass diese Zahlensysteme sämintlu-h durch das 
Gleichungensystem: 

o, = öi + — x„ — ß,„ k„) ;. - 1. ü. — 

geliefert werden, wenn man darin unter tf, , a t ,...,«,, irgend eine Lösung der 
Gleichungen iE) versteht, für die x, k aber der Reihe nach alle möglichen Systeme 
von je 2/) ganzen Zahlen setzt. Auch ergibt sich die Gleichung: 

C[tf, + 2' («,„*„ - ß,A..} E<u t ,* H - ß f ,k p )\ 

2:2:2: ».■ - V II 'V» |' l!r + j V «, , i„) ,„ *.- 

=- e (t[«f t . .. 6 P ]. 

Unter Benutzung dieses Resultates kann man die am Schlüsse des Art. 2 auf- 
gestellte Thetaformel, wenn man für v = 1, 2, . . ., />: 

E<a ri .x„ - 0 t „A„j — »;, 

setzt und mit n die Anzahl der Norraallösungen des Congruenzensystems: 

ij, 0 (mod. rsJj), ij t 0 (mod. rs^i, .... = 0 (mod. rs^,) 
bezeichnet, in die reducirte Gestalt: 

r 

u 1' , 

_<b -üz „„,,. .-.■■1.« 2>„v 

■ 1 

(F.) 

<m. £ £ e''--"''-"'- * u > h >«<^t EE'*y (K+\ rg + i + r 

,< «' . ' ,i ... ► • . T \ . — 



"1 — y 

* t . - ■ . '-p 

bringen. 

4. 



^3. 



1 



Aus der gewonnenen, der Transformation t*'-* 3 - 1 ' entsprechenden Thetaformel 
und den beiden noch übrigen in Art. 2 aufgestellten elementaren Thetafornieln (5), (6) 
soll jetzt durch passende Verbindung die der vorgelegten linearen Transformation T 
entsprechende Thetaformel gebildet werden. Zu dem Ende setze man in der Formel (5): 

^ : = 7lir + '>•-'• //.*' = r S£ 7 r r ,> 
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betrachte die in dieser Formel vorkommenden Grossen r (4) , // 4) als nicht verschieden 
von den »uf der rechten Seite der Formel (J\) stehenden Grössen t* 4 ', 6 H) und 
weiter die in der Formel (6) vorkommenden Grössen </ S) , /»'*>, t/ l >, tV M als nicht ver- 
schieden von den auf der rechten Seite der Formel (/>) stellenden, durch die soeben 
gemachten Festsetzungen mitbestimmten Grössen g& , A< :, >, tV &) . Es wird dann die 
auf der linken Seite der Formel (5) stehende Thetafunction mit der im allgemeinen 
Gliede der auf der rechten Seite der Formel (F t ) stehenden Summe vorkommen- 
den identisch, ebenso wird die auf der linken Seite der Formel (6) stehende Theta- 
function mit der auf der rechten Seite der Formel (ö) stehenden identisch, und man 
erhält, indem mau in der Formel (F s ), nach vorhergegangener Multiplication derselben 
mit (sdiY, die auf der rechten Seite hinter dem Summenzeichen stehende Theta- 
function durch den aus der Gleichuug (5) dafür sich ergebenden Ausdruck ersetzt, 
nachdem man zuvor in dieser letzten Gleichung an Stelle der auf ihrer rechten Seite 
stehenden Thetafunction den aus der Gleichung (6) dafür sich ergebenden Ausdruck 
eingeführt hat, die zu der vorgelegten linearen Transformation T gehörige Thetaformel 
nach ziemlich weitläufigen Umformungen in der vorläufigen Gestalt: 



i r,./,-i 0,1, - l rt £ .„ r t ' T £, b ip«,- ^ £ £ ( r , „ J, „ .„ - ;',)*> - £ i t <i, *i 



"i r 



X C » 



9 + i+n 



f< + V ,9 + 9 



robei : 



2T2; £ (« r „ jv^.*.- - 2y„, /5„. ■</„ V + ß.^-l^h^xi - - '-X I'i; 7 ,„4 ( „(a, / , j„-/t„../.,>i, 



f. ,- 27 A„ yit,, , 

A I, 



b„- ■= £ A'prli,,,-, 
* f 

t\\ = £{— y ru x„ -f d y/t X u ) , 



i), = i^«,„^ + I (a. „3*. — ß> h,.) , h r — \£ y, „ d, „ -f- £ (— y, „ <;„ + 6, „ h„) , 

P, = -i rsd;,£ö„ß'„—££6, t ßr: («»•+ 1 2T «.>/!»>)- r« 27 ß\, x u - * ä f £ y, „ » tft 
ist. 
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Die auf der rechten Seite der Formel (F,) stehende Summe erleidet nur 
eine Umstellung ihrer Summanden und folglich keine Änderung ihre« Werthes, wenn 
man im allgemeinen Gliede derselben die Grössen x, A, p um irgend welche ganze 
Zahlen ändert. Auf Grund dieser Eigenschaft kann der letzten Formel eine einfachere 
Gestalt gegeben werden. 

Zu dem Ende ersetze man zunächst, indem man beachte*, «luss die Grössen p, 
wie unschwer zu zeigen ist, ganzzahlige Werthe besitzen, für jedes v yon 1 bis p 
p» durch p, — p,. 

Um sodann weitere Vereinfachungen der Formel vorzubereiten, bezeichne mau 
mit *u, i H 0* = 1, - p) 2p ganze Zahlen, welche den p Congruenzen: 

jj, -0 (niod. r), rj 2 = 0 (mod. rj, . . ., ij,. = 0 (mod. r) 

genügen, und ersetze für jedes ft von 1 bis p x„ durch x„ -f- *» , durch A,, -|- A„ 
und gleichzeitig für jedes v von 1 bis p p, durch p, — Jiij',; dabei sind zur Ab- 
kürzung mit ij, , ij; die Ausdrücke: 

ij, — X(«^x„ — ß,uK), vi* = yr,*„ 4- *..«!«) <■ = >•>•. 



bezeichnet. Die dadurch entstehende neue Summe unterscheidet sich dann nach dein 
vorher Bemerkten von der ursprünglichen nur durch die Anordnung der Glieder; 
setzt man daher für daa System der 2p ganzen Zahlen x t , .... x,,, Ä, , A^ der 
Reihe nach die sämnitlichen Normallösungen des C'ongrueuzensystems: 

sJi ij, =0 (mod. rsJ fl ) , sJ ? r is ~__ 0 (mod. rsJ f ) , . . . , sJ f f lp - 0 (mod. rsJf) , 

bezeichnet die Anzahl dieser I<ösiiugen mit >*' und addiit die n so entstandenen 
Summen, so erhält mau eine neue Summe, welche das m'- fache der ursprünglichen 
ist. Auf diese Weise geht aus der obigen Thetaformel die neue: 

x2 2 • ' 



X f 



5 + 



'» + •)' o 

-.— + 73 



hervor, bei der: 

o. ,„J,-. £ £ «< + £i„I M Z + * £ r. . ) v. - (•-.,+ 1 V,] 
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ist; dabei deutet der Accent am Summenzeichen an, dass zur Bildung dieser Summe 
an Stelle des Systems der 2p Grössen x, , i p , Ä, , . . . , \ p von den (r.s^)*' 
Variationen der Elemente 0, 1, . . ., rsd ? — 1 zur 2p tm (.'lasse mit Wiederholung nur 
diejenigen, n au der Zahl, treten sollen, für welche die p Grossen , tj t , .... y\„ 
siimmtlich durch r theilbare ganze Zahlen sind. 



Die soeben eingeführte, von den ganzen Zahlen p, , p s , . . . , p,, abhängige 

Suunu- II -»...>, für die im Folgenden aucli das kQrzere Zeichen H — an- 

gewandt wird, ist im Allgemeinen nicht für alle Werthesysteme p, , p,, p^, von 

Null verschieden. Es ergibt sieh nämlich zunächst, das* H ^ J J immer verschwindet, 

wenn die ganzen Zahlen p, , p„ , . . . , p p nicht sämmtlich durch J-, theilbar sind. 
Ist aber: 

P, — 4,t, , Pj = J H T, , . . . , Qy = J^Tf,, 

wobei r, , r 4 , r y ganze Zahlen sind, so geht H £ * J in z/'^/Zfr] über, wenn 
man mit H[x\ die Summe: 

0,1. ..r.-l 2.' »., t', »• -+■ i.'*,, J,„ r r4- ■» ^ V ) ~ + * ■S'V'V)'!»]'" 



bezeichnet, bei der der Accent am Suramenzeichen bedeutet, dass an Stelle des Systems 
der 2p Grossen x, , . . ., x p , A, , l p von den (rs)*' Variationen der Elemente 
0, 1, . . ., rs — 1 zur 2p t °" Classe mit Wiederholung nur diejenigen treten sollen, für 
welche die p Zahlen »j,, i\ t , . . ., rj p sämmtlich durch r theilbar sind. Kür diese neue 
Summe ergibt sich nun aber, dass diejenigen Systeme ganzer Zahlen t, , t s . t> , 
für welche H[t] einen von Null verschiedenen Werth besitzt, identisch sind mit jenen 
Systemen ganzer Zahlen r, , t., , . . ., x f , welche den Gleichungen: 



» ' =1, 



* 

genügen, in denen zur Abkürzung: 

*(^' - ß.^') = #\ + a„a - ^ (-;•; 

>. p v • — i, t r> 

gesetzt ist, und in denen x', 0 , .... x p \ Ä',", ä.'? (»' = 1, 2, . . . , w) diejenigen 
Normallösungen x, , x p , Ä, , .... A p des Congruenzensystems: 
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i C) s»;, = 0 (mod. rs), si/, ~ 0 (mod. rs), . . ., .srj,, ~ 0 (mod. rs) 

sind, welche der weiteren Bedingung genügen, dass durch sie: 

((") 2 t}.,) r 0 (mod. rs) 



fQr jedes System von 2p ganzen Zahlen x, A, für welcheg die j> Grössen 
r} l , rjf, .... i) H säiuintlicli durch r theilbar sind; und weiter findet man, das» diese 
Zahlensysteme t, , r, , . .., r p sämmtlich durcli das Gleichungensystcm : 



r, «= *, + + V.' 

geliefert werden, wenn man darin unter f, , z t , t p irgend eine Lögung der 

Gleichungen (£) »ersteht, lür die % alle möglichen ganzen Zahlen, für die £, k aber 
alle diejenigen Systeme ganzer Zahlen, welche den Congrueiizeti: 

jj, 0 (mod. r), >j 8 0 (mod. r), . . 7;,, 0 (mod. r) 
genügen, setzt. Auch ergibt sich die Gleichung: 

H [t l + s£, + ij[ . . . t,, -f -f 



Xc 



//|t, ...t,.J. 



Unter Benutzung des Resultates des letzten Artikel« kann man nun endlich 
die zu der lineareu Transformation: 



r = 



**/' ' 




r 


r 




*«, 







bei der 4*^0 ist, gehörige TheUt'ormel in die definitive (iesUlt: 
u.n^rsy^^iul ="(/ 



c r c Lr\<s]U\r\ 



(X) 



c 2 e 



-; i i , » t! ;.r- r , < 2:(i r +»,+ ..,)> 1 ». 

X f * 



ff+ «4 - >! 
r 

* + r + V 

J 
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bringen. In dieser Formel ist zunächst : 

- V £ A'.,,Uu , h, t - = ^* 2.' A'^.B,, i., r = i, *. . , ,) 
wenn man mit A„ ,, li^y die Ausdrücke: 

A», = ' (a,,.*i ■+- X0,,a,„), H,,, — \ (y,-„*> + Zi„au,y <„,,-.i,» f) 

mit ä A die Determinante £ + A u A^ t . . . A yl , und mit A\,, die Adjuncte von A u , in 
dieser Determinante bezeichnet; es ist lerner zur Abkürzung gesetzt: 

« c 

(• ...,/■> 

* = ' i " £' A' A h ;U h U u - , 

'.,„•> 

- 2'2.'A>„(),ok„'//,,'- ß,,;h^)xi, 

= - m (ä. + i a«„, /},„)(*,. + i 2;«^,.,)*. 

- r \ £ £ y*h tfr/i (<*» + | 2T /V ) Ä 1 ' 

* , f ' 

...i, ,.7,_, - 2,' v v «w»' + J" ( & »+ 4 - •„.*,.) v, »• 

wobei .J* die Determinante E + ß Xi ß„ . . . ß pv und die Adjuncte von /}„, in 
dieser Determinante bezeichnet, und unter <r, , . .., eine beliebige Lösung des 
in Art. 3 aufgestellten (ileiehungetisystem* <_/•.') zu verstehen ist; es ist weiter: 

„, ,. .. ., _ , l, Z <,"> + A i„ - - £ [(>, 4- ! A » „. i. H ) + vi - / 

wobei der Accent am Summenzeichen bedeutet, daas an Stelle des Systems der 2p 
Grössen x, , . . . , x p , l t , . . . , X p von den (rs)*'' Variationen der Elemente 0, 1, . . . , rs — 1 
zur 2p ,rn Classe mit Wiederholung nur diejenigen treten sollen, für welche die p Zahlen 
Vi 3 1i3 ■ ■■> 1p »ümuitlich durch r theilbar sind, uud unter t\, t,, . . i p irgend eine 
Lösung des in Art. 5 aufgestellten Gleichungensyateius (E) zu verstehen ist: es be- 
zeichnen weiter: 
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n, die Anzahl der Norruallosungen des Congruenzensystems: 
sij, = 0 (mod. rs), sife ~ 0 (mod. rs), . . . , sij,, 0 (mod. rs), 
riji 0 (mod. rs), riji 0 (mod. rs), 0 (mod. rs), 

n, die Anzahl der Normallösungen des Congruenzensystems: 
i), : 0 (mod. rs), >f t 0(imtd. rs), ij f 0 (mod. rs); 

es ist endlich die auf der rechten Seite stehende Wurzel so auszuziehen, dass ihr 
reeller Theil positiv wird. 

Die Anzahlen w f , sowie die Zahlen a,i hängen von den Zahlenwerthen 
der a, ß, y, 6 ab und müssen in jedem Falle besonders bestimmt werden. 

7. 

Es soll jetzt der erste der in Art. 1 aufgestellten Fälle behandelt werden, der 
dadurch charakterisirt ist, dass bei der vorgelegten linearen Transformation alle Zahlen ß 
den Werth Null besitzen, oder, was dasselbe, diese Transformation eine singulare ist. 
Nachdem man in den vorhergehenden Artikeln diejenige Thetaformel gewonnen hat, 
welche der allgemeinen linearen Transformation im Falle 4< ^ 0 entspricht, erhalt 
man die der vorliegenden singulären Transformation: 





0 


r 




v 




.1 


n 



zugehörige Thetaformel auf die einfachste Weise, indem man diese Transformation der 
Gleichung: 

S- J>>T 
gemäss, aus den beiden Transformationen: 



. i " . 

und entsprechend die zu ihr gehörige Thetaformel aus den beiden zu den Trans- 
formationen T /fl ip), T gehörigen Formeln in der früher angegebenen Weise zusammen- 
setzt, indem man beachtet, dass die zu der fundamentalen Transformation T Jt ft) 
gehörige Thetaformel schon im vierten Abschnitte aufgestellt wurde, die der 
Transformation t entsprechende Thetaformel aber, da bei ihr die Determinante 
Ji~*£± f»„ ß it ■ . . iß„ — ( — 1)' £' + «„ « Ä . • • «,.,, einen von Null verschiedenen 



i o 

0.1 



-i . . 0 

0 1 
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Werth besitzt, aus der im vorigeu Artikel aufgestellten Hauptformel durch passende 
Verfügung über die dort vorkommenden Zahlen et, ß, y, 8 ohne Mühe abgeleitet 
werden kann. Auf diese Weise erhält man, nach Durchführung der möglichen Ver- 
einfachungen, die der Torgelegten singulären Transformation S entsprechende Theta- 
formel in der Gestalt: 



V 



X e * 



.7 + »i 
r 

'< -f « + >i' 



In dieser Formel ist zunächst: 



C u V I.' ' 



ist ferner zur Abkürzung gesetzt: 
ii, — £• «f.,, x„ , f j, = Z i — y„„ x„ + i, „ A„) , 



y, = Z u, u (j,. , Ii, = £ y,„ d tu + £ . — y,„ </ u + /».-) . 

t/ — 

1, ... r.-J - ~ r . £ { + * ^ ) '" 



ca ist weiter: 



- 



i* -Li » 



wobei der Accent am Summenzeichen bedeutet, dass au Stelle des Systems der 
p Grössen x lt . . ., x,, von den (rs) 1 ' Variationen der Elemente <>. 1, . . ., rs — 1 zur 
Classe mit Wiederholung nur diejenigen treten solleu, für welche die p Zahlen 
i},, >/.. , r 0 , 9ärnratlich durch r theilbar sind, wobei ferner zur Abkürzung: 



(• - !. i. 



gesetzt ist, uud wobei endlich t, , t s , i p eine beliebige Lösung des Gleichungen- 
systems: 

K ha/ Eft und Ikjji. ThclafuneUw.ch. 16 
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iE) <: -1, 

i — lj • • * } M r 

bezeichnet, in dem zur Abkürzung: 

gesetzt ist, und in denen x'i ] , • • - , (« — 1, 2, . . . , w) diejenigen Normallösungen 
i, , . . . , x f des Congruenzensyatenis: 

(C) si?, 0 (uiod. rs), s?;, = 0 (mod. rs), . . . , 0 (uio«l. rs) 

sind, welche der weiteren Bedingung geniigen, dass durch sie: 
(fj') £ ij, >/, - : 0 (inod. rs) 

wird für jedes System von p ganzen Zahlen x, für welches die p Grössen »/,, ij.,, y r 
sänimtlich durch r theilbar sind; es bezeichnet endlich J a die Determinante 2T4- a, ,«„...«,,,, 
und n die Anzahl der Normallösungen des Congruenzensystcms: 

stj, = 0 (mod. rs), s»/ ä __. 0 (mod. rs), . . . , 0 (mod. rs), 

rt]\ = 0 (mod. rs) , riji = 0 (mod. rs) , . . . , ri} p = 0 (mod. rs). 

Diese Anzahl w, sowie die Zahlen t hängen von den Zahlcnwerthen der u, y, d ab 
und müssen in jedem Falle besonders bestimmt werden. 



8. 

Es soll jetzt der dritte der im ersten Artikel aufgestellten vier Fülle behandelt 
werden, der dadurch charakterisirt ist, dass bei der vorgelegten linearen Transformation T 
die Unterdeterminante f/* u Grades V ti = 2,' + fl n . . . ß q i der Determinante J, einen 
von Null verschiedenen Werth besitzt, während alle Unterdeterminanten höheren 
Grades verschwinden. Wie am Schlüsse des Art. 5 des fünften Abschnitts gezeigt ist, 
kann man in diesem Falle die Transformation T aus den beiden dort angeschriebenen 

Transformationen T ln u—i\, t in der Form: 

zusammensetzen, und man kann daher auch die zur Transformation T gehörige Theta- 
formel aus den beiden, zu den Transformationen T lu ir-i\ — T ul \n * i v > * T gt~ 
hörigen Thetaformcln zusammensetzen, von denen die erste aus den Formeln des 
vierten Abschnitts erhalten wird, die zweite aber, da bei der Transformation T die 
Determinante d von Null verschieden ist, aus der Hauptformel des Art. C> \wi 
passender Verfügung über die dort vorkommenden «, ß, y, d hervorgeht. Man erhält 
auf diese Weise die der vorliegenden Transformation T entsprechende Thetaformel 
in der Gestalt: 
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e e (i\^\H'r\ 



i , r 



9 I i + ', 
r 

Ä + i + • ' 



bei der 7>, tj', </, /», <J», H-ig,h), H\x\, w, , dieselbe Bedeutung haben wie in 
Art. <i, Ulli] bei der: 

</>(*> = - f f f *7£' (*• + 4 f * ■') (*•' + 4 2 «.y &'..•) * 



ist, wobei: 

«,.=«.., = 0... J'.. = J'.., <»., = d,,, (' = 1, :'," ..',!) 

<v = 0v /*•,• - -«,,r, y,.- = «... y... C~'?.t''. v w* '') 



ist, Jf die Determinante 2.' + (i n fa t . . . ß Pf , und die Adjuncte von in 
Determinante besscichnet, und unter u, , tf SJ ö,, eine beliebige Lösung des Glei- 
chungensystems: 



■2:2:2: v«:' - + * 2 2.- 1" (... + 4 2 ,) y,:> n . 



' 1 . . . . , MI j 



zu vorstehen ist, in dem p, 1 , p<", . . p/ (*' = 1,2,..., m) die sümmtlichen 
Normallösungen des Congruenacen9ystems: 

(O ii'«„^'P,/-0 (mod.^) ir«,^;,,^ -«> (niod. ^, 1 

bezeichnen. 
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i). 

Es soll jetzt endlich der vierte der im ersten Artikel aufgestellten vier Fülle 
behandelt werden, der dadurch charakterisirt ist, dass bei der vorgelegten linearen 
Transformation T die Unterdeterminante q*"" Grades V'"'"' «= £ 4- /},.,,„, ß*,,*, ■ • ■ ßm •> 
der Determinante dp einen von Null verschiedenen Werth besitzt, während alle Unter- 
* determinanten höheren Grades verschwinden. Wie in Art 6 des fünften Abschnitts 
gezeigt ist, kann man in diesem Falle die Transformation T aus den drei dort an- 
geschriebenen Transformationen A", T, K" in der Form: 

T = K' TK " 

zusammensetzen, und man kann daher auch die zurJTransforznation T gehörige Theta- 
formel aus den drei, zu den Transformationen A", T, K" gehörigen Thetaformeln zu- 
sammensetzen; dabei wird man beachten, dass die beiden Transformationen K', K" 
elementare Transformationen vom Typus T lt sind, die ihnen entsprechenden Theta- 
formeln also ans der Formel (I,) des zweiten Abschnitts durch passende Verfugung 
Ober die dort vorkommenden Grössen d hervorgehen; für die Transformation T aber 
die Unterdeterminante V- — ß u ß t . . . . «/•** Grades der Determinante J- von 
Null verschieden ist, während alle Unterdeterminanten höheren Grades verschwinden, 
die dieser Transformation entsprechende Thetaformel also aus der Formel (I') des 
vorigen Artikels bei passender Verfügung Ober die dort vorkommenden a, ß, y, i 
hervorgeht. Man erhält auf diese Weise die der vorliegenden Transformation T ent- 
sprechende Thetaformel in der Gestalt: 

(T) «.».M^^fUl, -Y^FZ^ V ö V? W 7/[rj 

x 2. e 

■■■'>■ 



X e 9 



;/ + o -f- 1/ 
r 

* 



bei der v, b, i], »/, </, h, <D, $(g, h), H[x\, «, , n t dieselbe Bedeutung haben wie in 
Art 6, und bei der: 

it ß'. 

*■*) ^i'i' / ' («> + i * «... ß*>) («»• 4- i z «>-,ß.;. \*i 
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V, 1 • • l'p 

ist, wobei: 

«,,=*<*„, ß„ = /Jt. , y.. = /'.», <>,,, Clil'i,"".'..? "*) 

«v-a.. 0,.--«,,, y,,, «<*,,, C:;Y". M f v " ,w ") 

ist, ^ die Determinante £ + ß n ß tJ . . . ß pp und /J^„ die Adjuncte von 0,„ in dieser 
Determinante bezeichnet, und unter o, , <j,, . .., a p eine beliebige Lösung des Glei- 
chungensystemfi: 

-l'il' ^ *J? -f + » 2- 2^" + 1 2: ,) 7« * 1 

I — 1 j 2 f . . . f tH 1 

zu verstehen ist, in dem , , .... pj," Ci = 1, 2, m) die 
Normallösungen des Congruenzensjstems: 

{("') 27 27 «,,/*,> p,, 0 (mod. . . ., 27 27 0,V p> = 0 (mod. ^) 



10. 

Die im Vorhergehenden gewonnenen Tier Transformationsformeln (1), (S), 
(!'), (X") kann man zu folgendem 
Der linearen Transformation: 









ß JL± 


r 


r 






s 


1 



bei der die Ay Zahlen a, ß, y, Ö den p(2}> — l) Relationen: 



>~P r=p 

£ {«.„y.,; — a.M'y...) = 0, £ (ß, t , b, h — ß, u i, u ) = <>, 
»=1 > ~i 



rs, wenn (i = \i, 
wenn ji ' u , 



2" - y.„fJ.,,) = ' 

oder den damit äquivalenten: 

—p 

£ (a,.,ß.,-. — * u -.ßu. = £ (yn — — °> 

•=1 .=t 

(y i 

* 'Tf/ * j , rs, wenn u' — u , 

i -<W,-.)- 0> wenn 

genügen, entspricht die Thetaformel: 



(y.«'=l. * y) 
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(L) 



X 7 e 



w . . . . • *i. 



x < 



In dieser Formel ist zunächst: 



^-f « •(• r, 
r 



t, = *' £ A' f .,t<„, l>, = ^ ^^„»i^,-, * /•) 

• J .l .. J ^ 

wenn man mit A?,, Up, die Ausdrücke: 

A h , = ' -+■ 2"/J.,a„,), B lir = ' (>VJr< + 2." d,»a^,J , ,„, ••• i. *. . 

mit 4 A die Determinante 2' -I- /!„ A ti . . . yl,,,, und mit A,,, die Adjuncte von A„, in 
dieser Determinante bezeichnet; es ist ferner zur Abkürzung gesetzt: 



t i ;=2Y-j V ,.*,. + d., 



<7, = V 27 «,„ d, + 2 - ('«. ,.</,. - ß.* A„ ) , A, = i 2- ;•„, <),„ + 2' (— jv</„ + o, „ A,,) , 

u l, „ 



.1 .4 «' » 



<".'/, A) - r ', 2:27 2; in,, y,,/«/,^,- — 2y^ß. u <jji„ + ß, iU d^ /., /<„ ) ar» 
- ^ 27 £ 2' y^d, u (<w,/ f .- - V)*« 5 



es ist ferner: 



1), I ri-l r 



' 2.' +2,'«-, - 



-* 2' f(» T + * 2; >,„v )i, -(;-,+ .; 



2'» ri< .«.„^;j». 



wobei der Accent am »Summenzeichen bedeutet, dass an Stelle des Systems der '2 p 
Grössen x, , . . . , x,, , A, , . . . , von den (» s)*'' Variationen der Elemente 0, 1 , . . . , rs — 1 
zur 2 y<' " Classu mit Wiederholung nur diejenigen treten sollen, für welche die p Zahlen 
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ij, , rj,, ifr sämmtlich durch r theilbar sind, und unter r , , t t , r F irgend eine 
Lösung des (Jlcichungensysteuis (A): 

;,£*;> -*£ [('*+ i £r„ v)V; : - (-V+ l - • 

< -I, 

zu verstehen ist, in d«-m zur Abkürzung: 

• £(*.„$ - ß.,.W) = >/.", i'(-y f ,x!; , + d...ii: 1 ) = , / . ( " (;-;■; •) 

gesetzt ist, und in dem xi'', . . ., , Äi 0 , i^' («' = 1, 2, m) diejenigen 
Normal lösungen x, , x p , Ä, , . . . , k r des Congruenzeusystems: 

( C) sij, - = 0 (mod. rs), si) t 0 (mod. rs), . . ., .s^ = 0 (mod. rs) 

sind, welche der weiteren Bedingung genügen, dass durch sie: 

(<-) Zw, 0 (mod. rs) 

wird für jedes System von 2 p ganzen Zahlen *, X, fQr welches die p 'irussen 
V, , V.- ■ ■ ■ ■ ? hi- sämmtlich durch r theilbar sind; es bezeichnen weiter: 

n, die Anzahl der Normallösungen des Congruenzcnsystems: 

st), 0 (mod. rs), sr lt 0 (mod. rs), . . . , 0 (mod. rs), 

rjji 0 (mod. rs), >»js 0 (mod. rs), ri)'„ 0 (mod. rs), 

n t die Anzahl der Normallösungen des Congrucnzensystems: 
fj, 0 (mod. rs) , y t 0 (mod. rs) , . . . , tj,, =k 0 (mod. rs) \ 

es ist weiter: 

= - ff f A yfj: (** -f i f fr ••) (*.• + i- f «^-fr-«-) »« 

— ^ £ 2: y, „ Ö tfl (a, + $ £ «,„• ß.„- ) « « , 

M«l = ^ <• 



wobei jjp die Determinante E + /i,, /i w . . . ß fp und /iL» die Adjuncte von ß^, in 
dieser Determinante bezeichnet, und unter tf, , ö\, , tf,, eine beliebige Lösung des 
Gleichungensystems: 
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<• — 1 , 

1 = 1 , 2, . . . , m , 



zu verstehen ist, in dem pj'», p,'>, . . ., p|'< (i — 1, 2, . . ., m) die sämmtlichen Normal- 
lösungen des Congruenzensvstenis: 

(V) Iii,, /J, „.p„. ^ 0 (mod. J\) , . . . , £ £ = 0 (mod. ^) 

bezeichnen; es ist endlich bezüglich der Bedeutung de» unter dem Wurzelzeichen vor- 
kommenden Buchstabens p nnd der Bedeutung der Buchstaben «, ß, y, 6 da« Folgende 



Fall 1: Sind in der vorgelegten linearen Transformation T die Zahlen ß 
aämmtlich der Null gleich, so ist p 0 und: 

* (l* = 1» ** .... /' \ 

«„,-=0, ß,, r — a,,,, y,,=6p,, (*„,=— — U = i, ». .. , /-/ 

zu setzen; 

Fall II: Sind in der vorgelegten linearen Transformation T die Zahlen ß nicht 
Bäuimtlich der Null gleich, und besitzt ihre Determinante A 9 = £ -h ß n ß u ... ß,^ 
einen von Null verschiedenen Werth, so ist p «= p und: 

«„. = «„., ß„,*=ß,,r, y.,. = y... . o r «. = d y , (. = 1, s — 



Fall III : Sind in der vorgelegten linearen Transformation T die Zahlen /} nicht 
sämmtlich der Null gleich, und besitzt die Unterdeterminante q Ua Grades V, = £ + 
ßußti ■■ - ßn der Determinante A f einen von Null verschiedenen Werth, während alle 
Unterdeterminanten 7 -f 1"" Grades von z/< verschwinden, so ist p = q und: 



Fall IV: Sind in der vorgelegten linearen Transformation T die Zahlen ß nicht 
sämmtlich der Nnll gleich, und besitzt die Unterdeterminante q" n Grades Vj" = £ 4- 
ß i, n, ^m, «, ■ • • 0..., «j der Determinante dp einen von Null verschiedenen Wertli, während 
alle Untardcterniinanten q l" 01 Grades von ^ verschwinden, so ist 0 « 7 und: 

«..=■«.., = 0,,, = <5.. = <>,,, (. = !,'», r ' 7 

zu setz« 11. 
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11. 

» 

Besondere Erwiilinuug verdient der Fall, wo die beiden Zahlen r und s den 
Werth 1 besitzen. Setzt man in der soeben aufgestellten Formel 1 7.) r=^> -= l, so tindet 
man, duss der gauzzahligen linearen Transformation: 









d„ , 



bei der die 4/>* Zahlen «, ß, y, 9 die p{2)> — 1) Relationen: 



-L' («, y. . - «. ,u' y, „ ) ■= 0 , ui. d, „• — 0, „• d , ») = < > , 

*rf , . a . 1, wenn ,u = p, 



(ii, ,<■ = i. e . . . .. j,i 



oder die damit äquivalenten: 

»=;, >^ s , 

~ ß,: — tt,,;ß.„) = <>, £ !>,..<>..•. — y„;d„.) = <>, 

I— J <— 1 

(T*) '.»„«'=',! fi 

' .' 1 , wenn p =■ u, 
,=i f i o, wenn u ^u. 

erfüllen, die Thetaformel: 

(/,) 4- - J " i " '"*«* t " i ' ^^»j ^[|]c4 

entspricht. 



In dieser Formel ist zunächst: 
"j ■ .. 



wenn man mit A,„ , li,„ die Ausdrücke: 

A,,, = a,„xi -}- -fr.» = y f( ,;ti + Z d, r a h ,, 



(''• ■= 1, »,-.., ;) 



mit J A die Determiuante 21 + A n A ti ...A ff und mit A"^ die Adjuucte ron A», in 
dieser Determinante bezeichnet; es ist ferner zur Abkürzung gesetzt: 

f/,= .} 2J(ir U ß„. -f- ^(«.„yp — ßr^h,,), lt,*~>i £y,„dr,.-\- £(—•/, ,<g u -\-6, M h u ) , c =■!,*. ....,> 
W'fl.'O Y>>> 'J' 'J» — ^y.,.ß..yuh,, ^ ß^6.Auhy)ni— E i: Ey^d^tt.^y^ —ß,^-K)n t , 

KatAJI«.« und l'RV«, TUUfuiicUuln.ii 16 
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0(0) {ZEi:^; '- £a„,ß t/l Za^ß,yxi- 1 ZZy, t ,9, u 2 «,,d... 

0.1,..., J;-' ~ £ 2 £ r j'"- VW+£ 2 "j". ^»rlA.l'«"' 

wobei ^* die Determinante £ + fi n ß n • • • ß PP und die Adjuncte von ß„, in dieser 
Determinante bezeichnet; es gilt endlich bezüglich des unter dem Wurzelzeichen vor- 
kommenden Buchstabens p und der Buchataben 6, ß, j>, S das am Ende des vorigen 
Artikels Bemerkte. 
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Siebenter Abschnitt. 
Von den nicht linearen Transformationen. 



I. 

Bis jetzt sind ausschliesslich lineare Transformationen, d. h. solche, für welche 
die Ordnungszahl t den Werth 1 hat, betrachtet worden. Ist die rationale Zahl t 
von 1 verschieden, so drücke man sie durch einen Bruch mit kleinstem Zähler und 
Nenner aus, setze also '=-^>, wo n, n positive ganze Zahlen ohne gemeinsamen 

Theiler sind. Nennt man dann die Transformation T eine zur Zahl gehörige, so 
kann man unter Anwendung des bisher stets gebrauchten Princips der Zusammen- 
setzung einer Transformation aus mehreren jede zur Zahl ^ gehörige Transformation: 



aus einer speciellen zur Zahl n > gehörigen, einer linearen und einer speciellen zur 
Zahl n gehörigen Transformation in der Form: 




zusammensetzen, und man kann daher auch die der Transformation T entsprechende 
Thetaformel durch Zusammensetzung der drei, den angeschriebenen Transformationen 
entsprechenden Theta formein erhalten. Die der mittleren, linearen Transformation 
entsprechende Thetaformel ergibt sich aus der im vorigen Artikel aufgestellten 
Formel (L) durch passende Verfügung Aber die darin vorkommenden Zahlen a,ß,y,d, 
r, s; die der ersten und dritten Transformation entsprechenden Thetaformeln sollen 
jetzt aufgestellt werden. 

16» 
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2. 

Führt man auf der rechten Seite der Gleichung: 

T T w W+. + CM,-') + * T (-•;' ; ^ f -;").„ 



(F) &<«i,= 2 



it) -r i ■ 

"i > v 

tl.j , - . , ra J( 



an Stelle der Suinmationsbuclintaben w 1 ," 1 , »»)," neue Siimmationsbuchstabon 

m, , . .., Mi, ein mit Hülfe der Gleichung: 

,„<" = ,„„ _ )»!!'_ ««' »;■;-'< -i. ...... rt 

und setzt weiter noch: 

»V = «»- / ,+ x^, t" = '• 

indem man mit den kleinsten positiven Keat von m„ nach dem Modul n bezeichnet, 
so geht aus der Gleichung (F) die neue: 

0,|... .,-1 _ r ...., + . * £ 



hervor, bei der zur Abkürzung: 



_ , + , "'s T...^.,,^ + . +) ,,r'>.,;-'U(^>. K .., m ;r'' ..-»j( n .».' + ... + ».<r ,) -. v -v)l 



m i i • ■ • ^ 
<_,, ' ' ' <„_)) 
■ "V 



gesetzt ist. Drückt man ferner die Conatanten A mit Hülfe der Gleichung: 

A i„,.) .sc, n) 1 " "-1 " -' 

'. • " • 

durch die speciellen vl' J ,' ,,) unter ihnen aus und setzt allgemein: 

. . . 0 

_"v"'v\ l^L 

*\ ■■■*) *, "p 



so geht die Gleichuug (F,) in die Gleichung: 



Digitized by Google 



bei der: 



-2 5 " 



- 2 «"""^ 

ist, über, und |aus dieser geht, wenn man die auf ihrer rechten Seite vorkommende 
js-fach unendliche Reihe dureh die damit identische Thetafunction ersetzt, die Formel: 

', ' ' L n _ 

hervor. 

Ans der Forme] (ö 0 ) folgt dureh passende Änderung der Variablen « die 
allgemeinere: 

(») •■[*]<•*• -^Vu *[' + ■ 

in der <j x , . . . , g r , /»,,..., /i A beliebige reelle Constauten liezeichnen. 

Die Formeln (&,,), (6>) sind von den Formeln (//„), (Iii) im vierten Abschnitte 
des ersten Theiles nicht verschieden, und man kann ohne Mühe von der jeixt er- 
haltenen neuen Ausdrucksform der Constanten K zu der früheren auf Seite 31 an- 
geschriebenen direkt gelangen. Es ist dazu nur nöthig, an Stelle der jetzigen Sum- 
tnationsbuchstaben »i neue Summationsbuchstabcn n mit Hülfe der Gleichungen: 

ml? = »i* + + + »!:-« + «r ,: , 
«if> -_„<•' + »j," + w i: , + ... + »L-" + »r i , 

- .->2„? + n ™ + ... + n i ;- n + « { ;- ,} , » 



m i r u - - (« - 2)«r !1 + »r" 

einzuführen und zu beachten, dass dadurch: 

«v + — -t-i»., »i,, + I»»«. i — x..M"V"f r»».. —*,/•) — 

= 1.2 M . ,; »!.V + 2 .3 + • - ■ + (m — 2) — 1 ) n 'r n «;r*> + >n-l)n (»IT"- ; ) (fir*- _ V) 
wi;d, und dass man die Snmmation nach den h so ausführen kann, dass man: 
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t« - 1, « p) 



setzt und aodann nach allen Grössen Ä von — ao bis -f cx>, nach aber für 
» = i fc .... yon 0 bia v 8Ummirt 
— »• » p 



3. 

Es soll jetzt nachgewiesen werden, dass die durch die Formel (&) rcpräsentirte 
Umformung der Function <r*£j[ (m)» eine Transformation im Sinne der im ersten Ab- 
schnitte entwickelten Transformationstheorie ist Zu dem Ende definire man 4p* 
rationale Zahlen a M ,, b^,, c„, , b^ r (p, v »=» 1, "J, ...,/>) durch die Gleichungen: 

l 

-- , wenn p = v , 

b,.. =<), 

n 



0^, — 



0 , wenn f» ^ f , 



1, wenn p = v, 



™" 0, * • 



indem man beachtet, dass diese Zahlen eine zur Zahl / -» ^ gehörige Transformation 

bestimmen, und führe dieselben in die Gleichungen (I) bis (6) auf Seite 65 ein. 
Die Gleichungen (5), (6) gehen dann in die Gleichungen: 

Ober, und man erkennt daraus, dass die Lösung des durch die Charakteristik: 





0 








.... 




(1 ... 1 



bestimmten Transformationsproblems durch die Formel: 

«,!,..., •— 1 
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geliefert wird, bei der: 

ist, während die g, h beliebige reelle Constanten bezeichnen. 

Entsprechend wird dio Lösung des durch die Charakteristik: 

M . . . 0 



l., »' = 1,1... 



77'- 



o . . . n 



o 

10 



bestimmten, zu dem obigen inversen Transformationsproblems durch die aus der 
Formel (iV) durch Umkehrung entstehende Formel: 



gegeben, bei der: 



k- * 



L+i 

l_ n _J 



r- 1 



ist, wahrend die *, l beliebige reelle Constanten 



Man gehe jetzt auf die vorgelegte, zur Zahl w < gehörige Transformation T 
zurück und stelle in derselben sowohl die 2p* rationalen Zahlen 0, b, als auch die 
2p* rationalen Zahlen c, b als Brüche mit gemeinsamem Nenner dar, indem man für 

fi, v = 1, 2, . . ., p: 

setzt, wobei die a, ß, y, d" ganze, r und $ positive ganze Zahlen bezeichnen. Die 
Transformation T nimmt dann dio Gestalt: 



r r 



an, wobei zwischen den ganzen Zahlen c, ß, y, d die p(2p — 1) Relationen: 
2-' («,,, y,.,' — <v y.„) = 0 , E (ß. f . oV — pV ö. M ) = 0 , 



n 



rs, wenn p 
0, wenn fi' 



tu. ..'=). », 



> 
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oder die damit äquivalenten: 



2J (Uf,, ß„. — u u -, ß t „ : — u , 2." : ;•„, d„: - y„ . 6„, \ = U , 



n . r.v, weun 



wenn j> j» , 



bestehen, und es wird weiter die in Art. 1 angeschriebene Zerlegung der Trans- 
formation T nunmehr durch die Gleichung: 



; 



1 

0 . 



nr 



1 



■ ■ o 

• 1 



reprüsentiit. 

Mit Rücksicht auf die Resultate des letzten Artikels erkennt man dann sofort, 
dass die zur ersten dieser drei Transformationen gehörige Thetaformel aus der Formel (N) 
hervorgeht, wenn man darin n durch »' ersetzt, die zur dritten Transformation ge- 
hörige Thetaformel aber die Formel (N) ist. Setzt man diese Formeln mit der zur 
mittleren, linearen Transformation gehörigen Thetaformel, welche au* der Formel (f.) 
auf Seite US hervorgeht, wenn mau dariu die Grössen: 

r, >* , ((„ . , ßu r, Y? • * » » 

für jedes u und v von 1 bis p durch die Grössen: 

nr , s, n'u, , . ß„,. »'?,,. d,,, 

ersetzt, in der vorgeschriebeneu Reihenfolge zusammen, so erhält man die zu der vor- 
gelegten Transformation T gehörige Thetaformel in der Gestalt: 

<; n i*?Y-'r TV'DfK -V^j'Z " ; ' ,4, ' > ^vi//'(ii 



X ^ e 

»_ 



X r 



[~ ii' <y + a — r J -f ij 
n i' 

»'*+* + '/ 



fr>. 
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In dieser Formel ist zunächst: 

' E ^ ,M '" b„- — 2 ÄurBu,-, (»,»'-!,« ,) 

A Ii A u 

wenn man mit i ri B u , die Ausdrücke: 
A„. — ~ (a.piii 14- Sß,,^^, Ii,.*— l f (y,,,*i + EÖ.ta,,^, »,..., ,) 

mit ^ die Determinante 2 ■+ A u A n . . . A pp und mit X^, die Adjuncte von A M * in 
dieser Determinante bezeichnet; es ist ferner zur Abkürzung gesetzt: 

y>~£ (ur* Xp — ßtp A„) , ^ = -£( - * + o\„ A,) , 

(— M M 

^ = i Z «,„ + r(«»„sr„ - 0„. A„), i = i y.„ + £(— y. u + a,„ k„) , 

* /■ h » 

*Gfc *) — r y Ü-C(a v y r ^^— 2y. M ß, /< g f .h u ' + ß tu 6,» h>h^xi 
r * h « » 

— -L ££Z y^örtfarff — ß,,h„)xi; 

es sind weiter mit z/^ , $>'(*)> Cr'[«J, Ä'[r], n', , n', jene Grössen bezeichnet, in welche 

die bei der Formel (L) auf Seite 118 definirten Grössen J- 1t q>{«), Öfff], H\i), h, 
übergehen, wenn man darin: 

für jedes p und v von 1 bis jj durch: 

nr, s, »>'«„,, 0,,,, m'}V» °V» 

ersetzt; es gilt ferner bezüglich der Bedeutung von q und der «, ß, y, S das auf 
Seite 120 Bemerkte; es ist weiter zur Abkürzung gesetzt: 



i... .v 

1».») 

wobei f , , . . . , f,, irgend welche ganze Zahlen bezeichnen, und der Accent am Summen- 
zeichen bedeutet, dass an Stelle des Systems der 2p Grössen x, , . . . , x p , A, , . . . , k f 
von den (»irs)**" Variationen der Elemente 0, 1, . . ., nrs — 1 zur 2j) ,m Classe mit 
Wiederholung nur diejenigen treten sollen, für welche die p Zahlen n'ijj , n'ij $ , . . . , m'ij, 
sämmtlich durch r und die j> Zahlen n'iji, «'»?*, »'^ sämmtlich durch 5 theilbar 
sind, und: 

Kaizta udJ P»t» , Tbctifuooticnua. 17 
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0,1,..., nrt—l 
,>,-') _ ^ t 
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Ji , . . . , i p 



xe 



wobei der Accent am Summenzeichen bedeutet, dass an Stelle des Systems der 

2p Grössen äj ip, l lt X p von den (nrs)** Variationen der Elemente 

0, 1, nrs — 1 zur 2p** Classe mit Wiederholung nur diejenigen treten sollen, 
für welche die p Zahlen ij, , t\ % , q p sämmtlich durch nr und die p Zahlen 
Vi) n*i • ••> Vt> sämmtlich durch s theilbar sind; es bezeichnen endlich: 
n, die Anzahl der Normallösungen des Congruenzensystems: 
s ij, = 0 (mod. nrs) , stj, = 0 (mod. nrs) , s n p = 0 (mod. nrs), 

rn', = 0 (mod. n rs), r»ji r- 0 (mod. nrs) , . . . , rn' p ~0 (mod. nrs) , 
n t die Anzahl der Normallösungen des Congruenzensystems: 
nn'stji = 0 (mod. nrs), nnsfy = 0 (mod. nrs), . . ., nn'sij p = 0 (mod. nrs), 
Jttt'rijl z^" 0 (mod. nrs), nriri)' t 0 (mod. nrs) , . . ., nn'rn' p = 0 (mod. nrs). 

5. 

Setzt man in der Formel (Ä) r — s = 1 , wodurch auch n' 1 wird , so 
erhält man die der ganzzahligen, zur Zahl n gehörigen Transformation: 



bei der zwischen den ganzen Zahlen «, ß, y, 9 die p(2p — 1) Relationen: 









d„. 



^(«V y v — <v y v ) — 0 , 2; f/j^, d,„. — d,^. d. M ) — 0 , 



(>.,/,'=. 1, 8 



n, wenn p 



wenn /* ^jt, 



2 («•,.<*.,<• — y. M /V) — ft ' 
oder die damit äquivalenten: 



(7.) 



(ji.m — i, i, . ..» 
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erfüllen, entsprechende Thetaforiuel in der Gestalt: 



(4) 



- * z ?, ^ *- - * z (», +5,+ *< 

x e 



In dieser Formel ist zunächst: 



v, — ^-£A„,u lt , &„= *' £A„, Bf,. , c» -i. t, .... n 

wenn man mit A?,, B M , die Ausdrücke : 

A. H , — «^ai + £ß,, a„,, B,,. •= y tfl xi + £ d,„a,,, , ^,»-i,t 

* IT 

mit ^ die Determinante £ + A n A lt . . . A Pf and mit A',., die Adjuncte Ton ^4„, in 
dieser Determinante bezeichnet; es ist ferner zur Abkürzung gesetzt: 

r) r — £ («,,, — ß,,, A„) , !}; — £(— 7,^ + ö^X,,) , 

g,^\£ + £ («,„ y„ - ß,„ h f .) , %, — {£ y,„ i, M + £ (- y,„ ? „ + «,„ *„) , 

f f ff 

*- £££ß, fl A t ., , 
« » 

*f«?,A)-^^^(«^y.,. ^^-2^^^V + ^>.^ Kh l .)ni-£££y, /4 d, f ,(<'' / <9» -ß*M*i, 
ff' 9 * f f 



■ * £ £ y, h d. (a. + ±£ «,„• (V) * • > 



<> 

wobei ^ die Determinante .£ + /f,, ß^ . . . ß fP und fc, die Adjuncte Ton fa, in dieser 
Determinante bezeichnet, und unter *, , i t , i, eine beliebige L&mrog des Glei- 
chongensystems: 

17» 
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"tu 11 , ^ (.)-(.) 



e — 1 , 

t == 1 , 2, * • > y W | 

Pi , pi\ .... p, 1 (»' — 1, 2, in) die sämmtlicben Normallösungen des 



££6,1 - 0 (mod. JA, . . ., ££ q u == 0 (mod. 



bezeichnen; es gilt weiter bezüglich der Bedeutung von 0 und der «, # y, S das auf 
Seite 120 Bemerkte, es bezeichnen r,, r,, beliebige ganze Zahlen, und es ist end- 
lich zur AbkQraung gesetzt: 



0, 1 »- 



, _ , _ ± £ % % - • + £ «„ i„ m + f £ \( + \ £ r tf . O *. - (», + i £o, ufitt \ 
(,,,) » r> » LV » \ - ' J 



"1 V 

i ( . - . . , ij, 



wobei «, , . . . , i p irgend welche ganze Zahlen 

Aus den Formeln (Ä), (A t ) erhält man, indem man an Stelle der «, ß, y, 4 
specielle Zahleawerthe einführt, die einer jeden beliebigen vorgelegten Transformation 
entsprechende Thetaformel. Von den zahlreichen bemerken b wert ben speciellen Trans- 
formationsformeln, welche auf diese Weise entstehen, seien zum Schlüsse hier die vier 
folgenden aufgeführt 

Es werden die Losungen der durch die Charakteristiken: 



1 . . 0 ; 
0 . . . 1 



1 ... 0 

0 ... 1 



1.1 



r . . . 0 
0 . . . r 



bestimmten Transformationsprobleme durch die Formeln: 



— im £ s, u 1^ 



• V 1- r 
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gegeben, bei denen die Grössen «, a mit den Grössen v, b durch die Gleichungen: 



v, — «,, 

oder durch die damit äquivalenten: 



='•* p) 



verknüpft sind, bei denen ferner allgemein: 



O, I, ... , r— 1 , 



gesetzt ist, und bei denen die g, h, k, l beliebige reelle Constanten, die X irgend welche 
ganze Zahlen bezeichnen. 

Es werden ferner die Lösungen der durch die Charakteristiken: 



r . . . 0 
0 . . . r 



• r 



bestimmten Transformationsproblemo durch die Formeln: 



0,1,. .. r—l 



r r* r 
r r« + r 



! ..=1 



gegeben, bei denen die Grössen h, a mit den Grössen v, b durch die Gleicht) ngen: 

v, — rttr, &„=(w, <•,<'->, *. . . ,j» 

oder durch die damit äquivalenten: 

w,, = - , = <«, h = i, . ., >> 

verknüpft sind, bei denen ferner allgemein: 



0,1,. . ..r— 



gesetzt ist, und bei denen die ij, h, k, l beliebige reelle Constanten, die x, X irgend 
welche ganze Zahlen bezeichnen. 
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